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Première partie
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6

Chapitre 1

Introduction à la science des robots
manipulateurs

La première partie de ces notes discute de la science pour modéliser et analyser le mouvement des robots
manipulateurs. Dans un contexte d'ingénierie, modéliser un système robotique est essentiel lors de la phase
de conception, par exemple pour valider qu'une géométrie de bras permet d'atteindre plusieurs positions
désirées avec son e�ecteur (i.e. l'outil au bout du bras), et aussi lors de la programmation pour coordonner
les di�érents moteurs et articulations d'un robot. Les outils présentés dans ces notes sont pertinents pour les
mécanismes avec plusieurs articulations, on parlera toutefois derobot pour alléger le texte.

Capsule vidéo
Introduction à l'analyse des robots manipulateurs
https://youtu.be/N9cYzmWeyKM

Comme illustré à la �gure 1.1, la modélisation des robots peut être séparée en quatre grandes familles
d'analyse.

Figure 1.1 � Quatre grands domaines de base de l'analyse de robots manipulateurs
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7

Les méthodes decinématique directe visent à calculer la position �nale de l'e�ecteur d'un robot
en fonction du positionnement des articulations. Lorsqu'on parle decinématique inverse , l'objectif est
de déterminer le positionnement des articulations qui mène à une position désirée de l'e�ecteur du robot.
Mathématiquement, l'analyse consiste à construire et solutionner la fonction non-linéaire qui relie les coor-
données de l'e�ecteur, groupées dans un vecteur-colonner , aux coordonnées des joints, groupées dans un
vecteur-colonneq :

Dé�nition 1.1 Cinématique:

directe : r = f ( q ) inverse : q = f � 1 ( r ) (1.1)

Un des grands dé�s est que la fonction inversef � 1 ( r ) peut avoir plusieurs ou aucune solution, selon les
coordonnées de l'e�ecteur qui sont visées.

Le domaine appelé lacinématique di�érentielle vise à calculer la vitesse de l'e�ecteur du robot en
fonction de la vitesse des moteurs qui actionnent les articulations, ou vice-versa. Mathématiquement, l'analyse
consiste à construire la matrice JacobienneJ (q), qui permet de relier le vecteur-colonne_r des vitesses de
l'e�ecteur (la dérivée temporelle des coordonnéesr ) et le le vecteur-colonne _q des vitesses des joints (la
dérivée temporelle des coordonnéesq) :

Dé�nition 1.2 Cinématique di�érentielle:

directe : _r = J ( q ) _q inverse : _q = J # ( q ) _r (1.2)

Un des dé�s est que pour certaines con�gurations du manipulateur la matriceJ (q) est singulière, i.e. son
inverse J � 1 n'existe pas. On dit alors que le robot est sur une singularité cinématique où il est impossible
de faire bouger l'e�ecteur dans certaines directions. Un autre dé�s est que lorsque le nombre de joints est
di�érent du nombre de coordonnées de l'e�ecteur, la matriceJ est rectangulaire et on doit alors utiliser la
notion de pseudo-inverse notéeJ # .

Pour les robots manipulateurs, les analyses destatique visent généralement à déterminer les forces/-
couples nécessaires aux moteurs/actionneurs d'un robot pour le maintenir en place en fonction des forces
externes, ou vice-versa. Mathématique, l'analyse peut aussi utiliser la matrice Jacobienne pour faire la rela-
tion entre le vecteur-colonne de couples des moteurs� et le vecteur-colonne des forces externesf ext :

Dé�nition 1.3 Statique:

� = J T ( q ) f E (1.3)

Finalement, la dynamique est le domaine qui vise à déterminer les équations di�érentielles qui repré-
sentent la relation entre l'accélération des joints d'un robot et les forces appliquées. Mathématiquement,
l'analyse consiste à construire et analyser une équation di�érentielle non-linéaire (reliant les coordonnées des
joints q, la vitesse des joints _q, l'accélération des joints •q, les couples appliqués� et les forces externesf ext )
qui prend la forme :

Dé�nition 1.4 Dynamique:

H (q) •q + C(q; _q) _q + D _q + g(q) = � � J T (q) f E (1.4)

où les termesH (q) •q et C(q; _q) _q représentent des e�ets inertiels, le termeD _q représente des forces
dissipatives (ex. : friction) et le terme g(q) représente des forces gravitationnelles. Cette équation c'est
#�
F = m #�a appliquée aux robots manipulateurs.
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1.1. L'IMPORTANCE DE L'ALGÈBRE LINÉAIRE POUR LA ROBOTIQUE 8

Hypothèses de travail :

L'approche de modélisation pour la cinématique, la statique et la dynamique utilisée dans cette partie
(chapitres 3, 4, 5 et 6) considère les robots comme des systèmes de corps rigides reliés par des articula-
tions qui permettent un nombre restreint de mouvements relatifs. Cette approche de modélisation fait
l'hypothèse queles déformations des sections rigides du robot sont négligeables , ce qui est
par exemple raisonnable pour les robots manipulateurs industriels dans la plupart des applications.

1.1 L'importance de l'algèbre linéaire pour la robotique

Contrairement à plusieurs machines et systèmes, les robots sont caractérisés par la présence de plusieurs
dimensions. Les entrées sont multiples, par exemple les forces/vitesses des multiples moteurs, et les sorties
aussi, par exemple la position(x; y; z) de l'outil. Les quantités intéressantes en robotique (entrées et sorties
des analyses) peuvent donc être représentées par des vecteur-colonnes, et les relations entre ceux-ci peuvent
être représentées par des opérations matricielles qui simpli�ent grandement les analyses. L'algèbre linéaire
est donc un des outils mathématiques les plus importants pour les roboticiens.

1.2 Organisation des notes de cours (partie I)

Le chapitre 2 introduit la nomenclature et les concepts de base impliqués dans l'analyse et la modélisation
des robots manipulateurs.

Le chapitre 3 présente des méthodes mathématiques pour modéliser la cinématique des robots manipula-
teurs. Premièrement, les systèmes de coordonnées importants pour les robots manipulateurs sont introduits.
Ensuite, l'utilisation des vecteurs géométriques, des bases vectorielles et des repères pour représenter la po-
sition est présentée. Finalement, ces notions sont appliquées à la résolution des problèmes de cinématique
pour les robots manipulateurs.

Le chapitre 4 présente des méthodes pour analyser la cinématique di�érentielle des robots manipulateurs.
Le chapitre 5 présente des méthodes pour analyser la statique des robots manipulateurs.
Le chapitre 6 présente des méthodes pour analyser la dynamique des robots manipulateurs.
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1.3 Lexique

Terme technique En anglais Dé�nition

Robot Manipulateur Manipulator Robot Robot avec une base �xe qui a comme tâche
de positionner dans l'espace un objet ou un
outil.

Actionneur Actuator Dispositif qui transforme l'énergie en travail
mécanique. Typiquement des moteurs élec-
triques et des vérins pneumatiques ou hydrau-
liques pour les robots.

E�ecteur End-e�ector L'endroit où est situé l'objet ou l'outil mani-
pulé par un robot.

Corps rigide Rigid body Un modèle idéal d'un objet qui ne se déforme
pas même lorsque soumis à des forces externes.

Joint Joint Jonction mécanique permettant un mouve-
ment relatif entre deux pièces.

Système de coordon-
nées

Coordinate system Ensemble de scalaires (angles ou positions) qui
permettent de paramétrer la position/con�gu-
ration d'un système.

Degrés-de-Liberté
(DDL)

Degree-of-Freedom
(DoF)

Le nombre de variable indépendante qui per-
mettent de paramétrer dans l'espace la posi-
tion/con�guration d'un système.

Base vectorielle Vector basis Trois vecteurs unitaires qui dé�nissent une
orientation.

Base vectorielle ortho-
normée

Orthogonal Vector ba-
sis

Trois vecteurs unitaires orthogonaux qui dé�-
nissent une orientation.

Origine Origin Un point de référence pour la mesure des po-
sitions.

Repère Frame Combinaison d'une origine et d'une base vec-
torielle orthonormée.

Système de coordon-
nées cartésiennes

Cartesian coordinate
system

Ensemble de trois scalaires qui déterminent la
position d'un point par rapport à une origine
et trois axes orthogonaux.

Référentiel Reference frame Point de vue choisi pour analyser/observer un
mouvement.
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1.4 Symboles et notations

Symbole Dé�nition

Vecteurs géométriques

#�v Vecteur

â Vecteur unitaire

#�r A=B Vecteur position du point A par rapport au point B

Vecteur-colonnes et composantes scalaires

c =

2

4
c1

c2

c3

3

5 =
�

c1 c2 c3
� T

Vecteur-colonne

va =

2

4
va

1
va

2
va

3

3

5 Vecteur-colonne des composantes du vecteur#�v dans la base
vectorielle a

va
i Composante du vecteur#�v selon le vecteur unitaire i de la

base vectoriellea

q =

2

6
4

q1
...

qn

3

7
5 Vecteur-colonne qui regroupen scalaires représentant la

con�guration d'un robot à n DDL dans l'espace des joints.

Bases et repères

f â1; â2; â3g Base vectoriellea dé�nie par un ensemble de trois vecteur
unitaires orthogonaux

f AO ; â1; â2; â3g RepèreA dé�ni par un point d'origine AO et la base vec-
torielle a

Matrices

M =

2

6
4

M 1;1 : : : M 1;n
...

. . .
...

M m; 1 : : : M m;n

3

7
5 Matrice de m rangées etn colonnes (m � n)

aRb =
�

ba
1 ba

2 ba
3

�
Matrice de rotation (3 � 3) qui représente l'orientation de la
base vectorielleb par rapport à la base vectoriellea.

A TB =
� aRb r a

B o =A o

0 0 0 1

�
Matrice de transformation homogène (4� 4) du repère B
vers le repèreA
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Chapitre 2

Les robots manipulateurs : dé�nitions

Ce chapitre introduit les fondations technologiques et conceptuelles des bras robotiques. Nous y dé�nissons
la nomenclature des composants physiques (liens, joints, e�ecteurs) ainsi que les notions mathématiques de
base permettant de quanti�er la capacité de mouvement d'un robot, notamment les degrés de liberté et
l'espace de travail.

Les robots manipulateurs sont des bras arti�ciels constitués d'une chaîne de liens rigides connectés par
des articulations. La grande majorité des robots industriels sont des manipulateurs conçus pour positionner
des outils (soudure, peinture, assemblage). La �gure 2.1 présente les composants principaux, tandis que la
�gure 2.2 illustre un prototype concret.

Figure 2.1 � Nomenclature pour l'analyse d'un robot manipulateur

2.1 Mécanismes et composants

2.1.1 Liens rigides

Un lien rigide est un ensemble de pièces �xes les unes par rapport aux autres formant un corps solide. D'un
point de vue cinématique, si aucun mouvement relatif n'est possible entre deux pièces, elles sont considérées
comme un seul lien.

2.1.2 Joints (articulations)

Les joints sont les points de pivot ou de glissement du robot, permettant un mouvement relatif entre
deux liens rigides. Le nombre de variables nécessaires pour décrire la position relative entre les deux liens
reliés à une articulation est appelé le nombre dedegrés de liberté (DDL) de l'articulation. Contrairement
au corps humain, les robots utilisent généralement des joints simples (un seul DDL par articulation). On va
noter qi la variable qui décrit la position (translation ou rotation) du joint i d'un robot.
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Figure 2.2 � Prototype de robot manipulateur avec trois degrés de liberté
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Dé�nition 2.1 Joint prismatique (linéaire):

Un joint prismatique permet un mouvement de translation relative entre deux liens selon un axe
donné. La variable de con�guration qi représente la distance de coulissement :

qi = x i [m] (2.1)

Dé�nition 2.2 Joint rotatif (révolu):

Un joint rotatif (ou révolu) permet un mouvement de rotation relative entre deux liens autour d'un
axe �xe. La variable de con�guration qi représente l'angle de rotation :

qi = � i [rad] (2.2)

Un joint est dit actif s'il est motorisé, et passif s'il est libre. On va noter � i une force (couple ou force)
appliquée directement à une articulation i par un actionneur.

(a) Joint prismatique (b) Joint rotatif

Figure 2.3 � Joints à un degré de liberté

2.1.3 E�ecteur

L'e�ecteur (ou organe terminal) désigne l'outil physique situé à l'extrémité de la chaîne cinématique du
bras (pince, caméra, tête de soudure, etc.). C'est l'interface entre le robot et son environnement. Du point
de vue de la modélisation, on s'intéresse principalement à la � pose � de cet e�ecteur, c'est-à-dire sa position
et son orientation dans l'espace.

2.1.4 Actionneurs et capteurs

Les actionneurs transforment l'énergie en travail mécanique pour mouvoir les joints. Lescapteurs
collectent l'information sur l'état du robot. On utilise principalement des encodeurs pour mesurer les
positions articulaires qi .

2.2 Con�gurations

Il est souvent utile de regrouper l'information sur la position de tous les joints :
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Dé�nition 2.3 Vecteur de con�guration:

L'ensemble des variables articulaires est regroupé dans le vecteur de con�gurationq 2 Rn :

q =

2

6
6
6
4

q1

q2
...

qn

3

7
7
7
5

(2.3)

Ce vecteur dé�nit de manière unique la � pose � de tous les liens du robot. L'espace formé par
l'ensemble des vecteursq possibles est appelél'espace articulaire .

2.2.1 Degrés de liberté (DDL)

Dé�nition 2.4 Degré de liberté:

Le nombre de degrés de liberté (DDL), notén, correspond au nombre minimal de variables indépen-
dantes (la dimension deq) nécessaires pour décrire complètement la con�guration d'un mécanisme.

Dé�nition 2.5 Robot déterminé:

Un robot est dit déterminé lorsqu'il possède exactement 6 DDL. C'est le minimum requis pour
contrôler indépendamment la position et l'orientation dans l'espace (soitdim(q) = dim( r )).

Dé�nition 2.6 Robot redondant:

Un robot est dit redondant lorsqu'il possède plus de 6 DDL (n > 6). Il existe alors une in�nité de
vecteurs q permettant d'atteindre une même pose de l'e�ecteur.

2.2.2 Espace opérationnel

L'espace opérationnel (aussi appelé espace de la tâche) est l'espace mathématique dans lequel est dé�nie
la tâche du robot. Bien qu'il corresponde le plus souvent à la pose de l'e�ecteur, il peut être dé�ni de manière
plus générique selon les besoins de l'application.

Dé�nition 2.7 Vecteur de l'espace opérationnel:

La con�guration du robot dans l'espace de la tâche est décrite par le vecteur colonner :

r =

2

6
6
6
4

r 1

r 2
...

rm

3

7
7
7
5

2 Rm (2.4)

où m est le nombre de variables nécessaires pour décrire la tâche.

Par exemple, pour un problème tridimensionnel complet avec la pose de l'e�ecteur à positionner préci-
sémentm = 6 (position et orientation). Alternativement, pour une tâche de dessin sur un mur, on pourrait
dé�nir r uniquement par les coordonnées(x; y) par rapport au coin de la feuille, donc on aurait m = 2 ,
ignorant ainsi les orientations si le crayon reste toujours perpendiculaire à la surface.
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Note :

Pour représenter l'orientation de l'e�ecteur en 3D, utilisez seulement 3 variables a des inconvénients
(singularité). Dans cette situation on va typiquement utiliser des matrices de rotation ou des qua-
ternions, et donc l'espace de la tâche ne sera pas juste un vecteur de réels. On peut toutefois faire
abstraction de cette distinction pour la plupart des concepts.

(a) 1 DDL (b) 2 DDL (c) 3 DDL

Figure 2.4 � Manipulateurs planaires avec des joints rotatifs

2.2.3 Espace de travail

L'espace de travail décrit la portée physique du robot en termes de positions et d'orientations qu'il peut
physiquement atteindre.

Dé�nition 2.8 Espace de travail:

L'espace de travail est l'ensemble des poses atteignables par l'e�ecteur du robot.

Typiquement, l'espace de travail est dé�ni par la pose complète de l'e�ecteur ou un sous-ensemble de
celle-ci (par exemple, uniquement les positions(x; y; z) sans l'orientation). Cependant, il peut exister des
dé�nitions spéci�ques selon le contexte :

� Espace de travail atteignable : L'ensemble des positions que l'e�ecteur peut atteindre avec au
moins une orientation.

� Espace de travail dextre : L'ensemble des positions que l'e�ecteur peut atteindre avec n'importe
quelle orientation.

Ce volume dépend de la longueur des liens et des limites articulaires (butées).
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Figure 2.5 � Exemple de l'espace de travail d'un robot manipulateur planaire à deux joints

2.3 Con�gurations classiques

La disposition des trois premières articulations du robot détermine la forme de son espace de travail. On
utilise souvent une notation compacte (ex. : RRR, PPP) pour désigner la séquence des joints.

Dé�nition 2.9 Robot Cartésien (PPP):

Possède trois joints prismatiques orthogonaux. Son espace de travail est un prisme rectangulaire.

Dé�nition 2.10 Robot SCARA (RRP):

Utilise deux joints rotatifs parallèles pour le mouvement planaire et un joint prismatique pour le
vertical. Très rigide verticalement mais souple horizontalement.

Dé�nition 2.11 Robot Anthropomorphe (RRR):

Con�guration la plus courante des robots industriels, qui consiste en trois joints rotatifs (base avec axe
verticale, épaule avec axe horizontal et coude avec axe horizontal). O�re un grand espace de travail
pour un faible encombrement. Typiquement associé à un poignet (trois joint rotatif avec les axes qui
se croisent en un point) avec trois DDLs supplémentaires pour pouvoir commander l'orientation de
l'e�ecteur.
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Chapitre 3

Cinématique des robots manipulateurs
I : La position

Ce chapitre présente des méthodes pour modéliser et analyser la position de systèmes à plusieurs degrés
de liberté, donc bien adaptés aux robots manipulateurs. Dans un contexte de robotique, les problèmes de
cinématique consistent premièrement à bien choisir et dé�nir des systèmes de coordonnées pertinents. Par
exemple, des coordonnées généralisées pour décrire la con�guration des joints, des coordonnées cartésiennes
pour décrire la tâche d'un robot en terme de trajectoire de l'e�ecteur, des coordonnées sphériques pour décrire
les mesures d'un système de vision, etc. Ensuite, le dé� est decalculer les fonctions de transformations
pour passer d'un système de coordonnées à un autre . Par exemple, pour les robots manipulateurs,
le principal dé� est le calcul de la fonction de la cinématique directe et son inverse, i.e. une fonction avec
comme entrées les coordonnées généralisées qui représentent la con�guration des joints et comme sortie la
pose de l'e�ecteur. Le calcul de ces transformations dans un contexte de robotique est le sujet principal de ce
chapitre. La section 3.1 introduit aux di�érents systèmes de coordonnées. Les sections 3.3 et 3.4 introduisent
les notions de vecteurs de position géométriques, bases vectorielles et vecteur-colonnes de composantes. Les
sections 3.5 et 3.6 présentent les changements de base et les changements des repères. Ensuite, la section 3.7
présente les méthodes pour représenter mathématiquement la pose d'un corps rigide. Finalement, les sections
3.8 et 3.9 traitent de la cinématique des robots manipulateurs, i.e. le calcul des transformations pour passer
de l'espace des joints à la pose de l'e�ecteur et vice-versa.

3.1 Systèmes de coordonnées

Un système de coordonnées c'est un ensemble de scalaires, généralement des distances et des angles, qui
décrivent la position d'un système.

3.1.1 Position d'une particule

Une particule (un point) dans l'espace tri-dimensionnel possède trois DDL et sa position peut donc être
complètement déterminée par trois scalaires qui forment un système de coordonnées. Trois types de systèmes
de coordonnées sont généralement utilisés pour décrire la position d'une particule par rapport à des axes :
cartésien (x; y; z), cylindrique (r; �; z ) ou sphérique (�; �; � ), voir la �gure 3.1.
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(a) Cartésien (b) Cylindrique (c) Sphérique

Figure 3.1 � Trois systèmes de coordonnées standards pour représenter la position d'un point en 3D

Selon la situation, l'utilisation d'un système de coordonnées particulier peut simpli�er l'analyse d'un
problème. Par exemple, pour localiser un point géographique sur la Terre, des coordonnées sphériques (ex. :
longitude et latitude) sont plus pratiques que des coordonnées cartésiennes (x,y,z) par rapport au centre
de la Terre. Parfois l'utilisation d'un type de système de coordonnées est nécessaire car un capteur mesure
une coordonnée particulière. Par exemple, leLIDAR sur une voiture autonome mesure des distances dans
plusieurs directions grâce à un laser pivotant, les données brute sont des coordonnées sphériques. Il est
donc parfois inévitable de faire la conversion d'un système de coordonnées à un autre. Le tableau 3.1 donne
les conversions entre des coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques, qui sont basées sur la même
origine et le même système d'axes.

3.1.2 Pose d'un corps rigide

Pour décrire la position d'un corps rigide, trois scalaires qui représentent l'orientation sont nécessaires
en plus des trois coordonnées qui spéci�ent la translation, pour un total de six DDL. La combinaison de
la translation et de l'orientation est souvent appeléela pose d'un objet. La translation est typiquement
spéci�ée par la position d'un point sur le corps rigide (ex. : son centre) avec les di�érentes représentations
discutées à la section 3.1.1 (cartésienne, cylindrique ou sphérique) et l'orientation est typiquement spéci�ée
par trois angles. Comme illustré à la �gure 3.2, les six coordonnées suivantes pourraient être utilisées pour
spéci�er la pose d'un objet :

La translation (3 DDL), ex. : [x; y; z] (3.1)

L'orientation (3 DDL), ex. : [� tangage ; � roulis ; � lacet ] (3.2)

Il est à noter que la représentation de l'orientation d'un corps rigide est un problème complexe
et qu'il existe plusieurs méthodes alternatives pour représenter l'orientation (matrices de rotations, angles de
Euler, représentation axe-angle, quaternions, etc.) qui seront discutées à la section 3.7. Selon les domaines
(robotique, aérospatiale, engins graphiques des jeux vidéos, vision par ordinateur, astronomie, etc.), di�érents
standards et conventions existent en terme de coordonnées utilisées pour décrire l'orientation. Le point
à retenir pour le moment est que trois coordonnées indépendantes sont nécessaires pour représenter une
orientation arbitraire, donc six totales sont nécessaires pour représenter une pose arbitraire. Par exemple,
un minimum de six coordonnées doivent être utilisées pour : spéci�er la position de l'e�ecteur d'un robot,
décrire la position d'un avion dans le ciel, décrire la position de la terre par rapport au soleil, etc.

3.1.3 Con�guration d'un robot manipulateur

Pour représenter la con�guration d'un robot manipulateur il faut su�samment de variables pour décrire
la position relative de chacun des liens rigides qui le compose. Le choix des coordonnées doit être adapté à la
géométrie du robot étudié. Un ensemble de variables indépendantes, généralement des angles et des distances,
qui permet de déterminer la con�guration d'un robot est appelé coordonnées généralisées . L'adjectif
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De cartésien De cylindrique De sphérique

Vers cartésien

x = x

y = y

z = z

x = r cos�

y = r sin �

z = z

x = � sin � cos�

y = � sin � sin �

z = � cos�

Vers cylindrique

r =
p

x2 + y2

� = arctan
y
x

z = z

r = r

� = �

z = z

r = � sin �

� = �

z = � cos�

Vers sphérique

� =
p

x2 + y2 + z2

� = arctan
y
x

� = arctan

p
x2 + y2

z

� =
p

r 2 + z2

� = �

� = arctan
r
z

� = �

� = �

� = �

Table 3.1 � Conversions entre les systèmes de coordonnées cartésiennes, polaires et sphériques qui font
référence aux même axes et à la même origine.

Figure 3.2 � Six coordonnées sont nécessaire pour représenter la pose d'un corps rigide, trois pour décrire
la translation et trois pour décrire son orientation.
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généraliséesest historique et a ici le sens depas nécessairement cartésiennes. Le nombre de coordonnées
généralisées nécessaire correspond au nombre dedegrés-de-liberté (DDL) du robot. La �gure 3.3 montre
trois exemples de deux coordonnées indépendantes qui peuvent être utilisées comme coordonnées généralisées
pour décrire la con�guration d'un robot à deux joints rotatifs.

(a) Deux angles relatifs (b) Deux angles absolus (c) Deux distances

Figure 3.3 � Trois possibilités de coordonnées indépendantes pour spéci�er la position d'un robot à 2 DDL

Deux types de systèmes de coordonnées sont généralement utilisés en robotique :

Espace des joints/actionneurs Pour les robots manipulateurs, les algorithmes de contrôle utilisent
généralement des coordonnées généralisées qui correspondent à des mesures du déplacement relatif de chaque
joint comme illustré à la �gure 3.4a. Ces coordonnées sont généralement notéesq =

�
q1 q2 ::: qn

� T
(où

n est le nombre de DDL) et on réfère aussi à ce système commel'espace des joints . Chaque coordonnéeqi

représente alors une mesure locale du DDL qui relie deux liens rigides séquentiels. Pour les robots industriels
par exemple, ce système de coordonnées est très utile car des encodeurs mesurent directement ces variables
et les moteurs les contrôlent de façon indépendante.

Espace de la tâche La tâche d'un robot peut rarement être spéci�ée facilement dans l'espace des joints.
Un système de coordonnées naturel pour la tâche doit donc généralement être utilisé et on réfère aussi à
ce système commel'espace de la tâche . La tâche d'un robot manipulateur est généralement spéci�ée
plus naturellement en termes de coordonnées cartésiennes de l'e�ecteur. Il est à noter que le nombre de
coordonnées nécessaires pour l'espace de la tâche peut être di�érent du nombre de DDL total du robot.
Comme illustré à la �gure 3.4b, pour un robot qui aurait comme tâche d'écrire sur une plaque, l'objectif
serait naturellement exprimé par une trajectoire dé�nie avec des coordonnées(x; y) sur la plaque.

3.2 L'approche présentée dans ce chapitre

L'approche de modélisation mise de l'avant dans ce chapitre, et illustrée à la Figure 3.5, ce résume à la
séquence :

1. Décrire le problème avec des vecteurs géométriques symboliques ;
2. Choisir des bases appropriées ;
3. Traduire la relation vectorielle en relation matricielle (projection dans une base) ;
4. Déterminer la solution numérique avec les outils de l'algèbre linéaire.
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(a) Espace des joints (b) Espace de la tache

Figure 3.4 � Exemple de coordonnées représentant l'espace des joints et l'espace tâche d'un robot manipu-
lateur

Figure 3.5 � Aperçu des grandes lignes de l'approche de modélisation présentée dans ces notes
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3.3 Vecteurs géométriques de positions

La notion de vecteur géométrique permet de travailler avec desvecteurs de position qui sont in-
dépendants d'un choix de système de coordonnées. Pour les problèmes de cinématique de robots, il est
particulièrement adapté de travailler d'abord avec les vecteurs géométrique, plutôt que directement avec des
coordonnées. Cette approche1) simpli�e les calculs en 3D et 2) permet de faire le saut facilement entre
plusieurs systèmes de coordonnées. Un vecteur géométrique est une quantité dé�nie dans l'espace et possé-
dant une grandeur et une direction. Dans ces notes, les vecteurs géométriques, notés#�v , seront explicitement
distingués des vecteur-colonnes (groupe de plusieurs scalaires) qui seront notésv =

�
v1 v2 v3

� T
, voir

chapitre 17.

Capsule vidéo
Les vecteurs géométrique de position
https://youtu.be/5DeO4NeFAO8

Un vecteur position nécessite deux points pour être dé�ni , une origine et une destination.
Notez que c'est particulier des vecteurs positions, la plupart des autres vecteurs utilisés en physique (vitesse,
accélération, force, champ électrique, etc.) ont un point d'application mais sont indépendants d'un choix
d'origine. Dans ces notes, les vecteurs positions seront notés :

Dé�nition 3.1 Vecteur position:

#�r B=A = Vecteur position du point B par rapport au point A (3.3)

où A est le point d'origine et B le point de destination, tel qu'illustré à la �gure 3.6. Parfois, la notation
équivalente

#    �
AB est utilisée dans la littérature. Ces vecteurs peuvent être utilisés pour faire des constructions

géométriques indépendamment d'un choix de système de coordonnées.

Figure 3.6 � Un vecteur position

3.3.1 Propriétés des vecteurs de position

La �gure 3.7 illustre les propriétés de base des vecteurs de position.

(a) Inversion (b) Vecteur unitaire et distance (c) Addition

Figure 3.7 � Propiétés des vecteurs de position
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Propriété 3.1: Addition

Un vecteur position peut être décomposé en une addition de vecteurs qui passent par des points
intermédiaires :

#�r Z=A = #�r Z=Y + #�r Y=X + ::: + #�r C=B + #�r B=A (3.4)

Propriété 3.2: Inversion

L'inversion de l'origine et la destination est équivalente à la négation du vecteur de position :

#�r B=A = � #�r A=B (3.5)

Propriété 3.3: Vecteurs unitaires

Les vecteurs positions peuvent être exprimés comme descombinaisons de distances et direc-
tions qui sont représentées respectivement par des paires de scalairesl i et vecteurs unitaires n̂i (qui
représente des directions dans l'espace) :

#�r = l1n̂1 + l2n̂2 + ::: + ln n̂n (3.6)

Propriété 3.4: Norme

La norme d'un vecteur position, i.e. sa longueur, peut être calculée en e�ectuant un produit scalaire
du vecteur avec lui même :

k#�r k2 = #�r � #�r (3.7)

Propriété 3.5: Projection

La longueur d d'un vecteur position #�r projeté selon un axe particulier correspond au produit scalaire
du vecteur position avec un vecteur unitairen̂ aligné sur cet axe :

d = #�r � n̂ = k#�r k cos\ ( #�r ; n̂) (3.8)

Cette opération est aussi appeléeprojection d'un vecteur sur un axe et illustrée à la �gure 3.8a.

Propriété 3.6: Angle

Le produit scalaire de deux vecteurs unitaires est égale au cosinus de l'angle qui les sépare puisqu'ils
ont une dimension unitaire :

cos\ (n̂1; n̂2) = n̂1 � n̂2 (3.9)

Il est donc possible d'utiliser le produit scalaire pour mesurer un angle entre deux vecteurs, comme
illustré à la �gure 3.8b.

3.3.2 Procédure d'utilisation pour le calcul de distances

La démarche utilisée pour calculer des positions avec les vecteurs géométriques se résume par les trois
étapes suivantes :

1. Par inspection, construire le vecteur position#�r d'intérêt comme une addition/soustraction de plusieurs
vecteurs positions #�r i avec des longueurs et orientations connues :

#�r =
X

i

#�r i (3.10)
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(a) Distance selon un axe (b) Angle entre deux vecteurs unitaires

Figure 3.8 � Utilisation du produit scalaire pour des mesures géométriques

2. Substituer les vecteurs positions symboliques#�r i par des variables de distancel i et des vecteurs unitaires
n̂i représentant des directions qui peuvent être mesurées :

#�r =
X

i

l i n̂i (3.11)

3. Calculer les distances désiréesd en e�ectuant un produit scalaire avec les vecteurs unitaires selon les
axes désirés :

dx = #�r � x̂ =
X

i

l i (n̂i � x̂) =
X

i

l i cos\ (n̂i ; x̂) (3.12)

dy = #�r � ŷ =
X

i

l i (n̂i � ŷ) =
X

i

l i cos\ (n̂i ; ŷ) (3.13)

dz = #�r � ẑ =
X

i

l i (n̂i � ẑ) =
X

i

l i cos\ (n̂i ; ẑ) (3.14)

Capsule vidéo
Exemple de calcul avec les vecteurs géométrique de position
https://youtu.be/YqmyBJPJmP0

Exemple 3.1 Calcul de la hauteur d'un robot:

Un exemple est ici donné pour le calcul de la hauteur de l'e�ecteur d'un robot à 3 DDL, illustré à la
�gure 3.9a, avec l'aide des vecteurs géométriques de position. Comme illustré à la Figure 3.9b, par
inspection il est possible de déterminer la relation vectorielle suivante :

#�r D=A = #�r D=C + #�r C=B + #�r B=A (3.15)

Ensuite, comme illustré à la �gure 3.9c, des vecteurs unitaireŝni alignés avec chacun des liens rigides
du robot manipulateur permettent de préciser l'équation (3.15) avec des longueurs et des directions :

#�r D=A = l1n̂1 + l2n̂2 + l3n̂3 (3.16)

Finalement, pour calculer la hauteur h de ce robot par exemple, il su�t de prendre le produit scalaire
avec un vecteur unitaire vertical ŷ :

h = #�r D=A � ŷ (3.17)

h = ( l1n̂1 + l2n̂2 + l3n̂3) � ŷ (3.18)

h = l1(n̂1 � ŷ) + l2(n̂2 � ŷ) + l3(n̂3 � ŷ) (3.19)

h = l1 cos\ (n̂1; ŷ) + l2 cos\ (n̂2; ŷ) + l3 cos\ (n̂3; ŷ) (3.20)

À noter ici que le produit scalaire de deux vecteurs unitaires correspond au cosinus de l'angle entre les
deux vecteurs, voir équation (3.9). Donc avec l'exemple ci-dessus le produit scalairêni � ŷ correspond
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simplement au cosinus de l'angle du jointi avec l'axe vertical, donné par les angles' i à la �gure 3.9a.
L'équation (3.20) peut donc être précisée comme une expression des variables de distancesl i et des
variables d'angles' i :

h = l1 cos(' 1) + l2 cos(' 2) + l3 cos(' 3) (3.21)

Dans un cas simple planaire comme celui-ci il aurait été assez simple de calculer la hauteur du robot
directement par trigonométrie. L'approche vectorielle est toutefois plus systématique et se généralise
beaucoup plus facilement à des systèmes complexes et tri-dimensionnels comme les robots industriels.

(a) Robot à 3 DLL (b) Vecteurs géométrique (c) Vecteur unitaires (d) Projection sur l'axe vertical

Figure 3.9 � Exemple de calcul de la hauteur d'un robot.
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3.4 Bases vectorielles et composantes d'un vecteur position

Les vecteurs positions tri-dimensionnels#�r peuvent être décris par trois scalaires qui représentent des
distances (r 1, r 2 et r 3) qui multiplient trois vecteur unitaires orthogonaux ( â1, â2 et â3) qui forment une
base vectorielle. Les scalairesr i qui multiplient chaque vecteur unitaire sont appelés composantes et peuvent
être regroupés sous la forme d'un vecteur-colonne.

Dé�nition 3.2 Vecteur-colonne de composantes:

On notera r a un vecteur-colonne de composante associée à une vecteur-géométrique#�r exprimée selon
une basea :

Vecteur-géométrique : #�r = r a
1 â1 + r a

2 â2 + r a
3 â3 Vecteur-colonne : r a =

2

4
r a

1
r a

2
r a

3

3

5 (3.22)

Note sur la séquence de lecture :

Il est suggérer au lecteur de lire les sections 17.1, 17.2 et 17.3 dans le chapitre 17 qui couvre le calcul
vectoriel de façon plus générique. Ces sections couvrent plus en détails les fondements qui sont ici
utilisés dans un contexte de cinématique.

Capsule vidéo
Les bases vectorielles et composantes d'un vecteur
https://youtu.be/pZdoFz5PpKU

3.4.1 Rappel sur les bases vectorielles

Une base vectorielle correspond à un ensemble de trois vecteurs unitaires (en 3D) orthogonaux qui
déterminent l'orientation de trois axes dans l'espace et forment une base qui permet de décrire n'importe
quel vecteur position #�r sous la forme :

#�r = r a
1 â1 + r a

2 â2 + r a
3 â3 (3.23)

Dé�nition 3.3 Base vectorielle:

On appellera base vectoriellea, une base formée par un ensemble de vecteurs unitairesf â1; â2; â3g,
qui sont typiquement orthogonaux.

(a) Base a (b) Exemple (c) Convention de la main droite

Figure 3.10 � Les bases vectorielles
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Les bases vectorielles permettent de faire des opérations et combiner des vecteurs en les exprimant avec
une base commune de vecteurs unitaires. Dans la littérature, la notation(î; ĵ; k̂) ou (x̂; ŷ; ẑ) est parfois utilisée.
Dans ces notes, on utilisera des lettres (a,b,c,...) pour identi�er des bases, ainsi que des indices (1,2,3) pour
spéci�er les trois axes (voir �gure 17.1a). Cette approche simpli�e la notation lorsqu'un grand nombre de
bases sont utilisées simultanément, comme c'est souvent le cas en robotique.

Base vs. repère :

Les bases vectorielles représentent seulement des orientations, la position d'une base est donc sans
signi�cation. Dans les dessins et schémas, on dessine une base vectorielle sur un corps rigide pour
signi�er que celle-ci est attachée au corps rigide et tourne avec celui-ci, toutefois la position de la base
vectorielle sur le corps est arbitraire. On parlera de repère, voir section 3.6, lorsqu'un point d'origine
est associé à une base vectorielle.

Comme illustré à la �gure 17.2a, il est possible de calculer les composantes d'un vecteur exprimé dans
une base par un produit scalaire du vecteur géométrique avec chacun des vecteurs unitaires de la base :

r a
i = #�r � âi ) r a =

2

4
#�r � â1
#�r � â2
#�r � â3

3

5 (3.24)

Inversement, comme illustré à la �gure 17.2b, le vecteur position géométrique peut être reconstruit en
e�ectuant la somme des composantes multipliées avec leurs vecteurs unitaires respectifs :

#�r =
X

i

r a
i âi = r a

1 â1 + r a
2 â2 + r a

3 â3 (3.25)

(a) Projection sur une base vectorielle (b) Décomposition selon les directions de la base

Figure 3.11 � Relations entre le vecteur géométrique de position et les composantes du vecteur-colonne

3.4.2 Transfert d'une équation vectorielle vers une équation matricielle

Lorsque les composantes de plusieurs vecteurs-géométrique de position sont exprimées avec la même base,
il est possible de faire des opérations directement avec les vecteur-colonnes de composantes. Cela permet
de traiter simultanément les calculs de plusieurs axes, et aussi de faire des calculs numériques e�caces en
utilisant les outils de l'algèbre linéaire. Par exemple, les additions et soustractions de vecteurs géométriques
peuvent être calculées directement en termes des vecteur-colonnes dans une base :

#�r A=C = #�r A=B + #�r B=C ) r a
A=C = r a

A=B + r a
B=C (3.26)

Ce transfert d'une seule équation vectorielle à une équation matricielle (équivalent à un système de trois
équations scalaires) correspond à une projection de l'équation vectorielle sur chacun des axes de la base :

#�r A=C = #�r A=B + #�r B=C )

2

4
( #�r A=C = #�r A=B + #�r B=C ) � â1

( #�r A=C = #�r A=B + #�r B=C ) � â2

( #�r A=C = #�r A=B + #�r B=C ) � â3

3

5 ) r a
A=C = r a

A=B + r a
B=C (3.27)
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Les équations vectorielles avec des vecteurs de position peuvent donc être substituées par des équations
matricielles équivalentes avec les vecteur-colonnes,à condition que tous les vecteur-colonnes soient
exprimés dans une base commune .

Programmation de calculs de cinématique :

Lors de l'écriture d'un programme informatique pour e�ectuer des calculs de cinématique, les calculs
numériques doivent être fait en termes de composantes. En e�et, les ordinateurs sont adaptés à
manipuler des chi�res, des vecteur-colonnes de chi�res, des matrices de chi�res, etc. Toutefois, un
ordinateur ne peut manipuler directement des éléments conceptuels comme les vecteurs unitaires.

3.4.3 Calcul de longueurs, projections et angles avec les composantes

Lorsqu'on connaît les composantes d'un vecteur position#�r , le produit intérieur peut être utilisé pour
calculer sa longueur :

k#�r k2 = #�r � #�r = r T r = r 2
1 + r 2

2 + r 2
3 (3.28)

k#�r k =
p

r T r (3.29)

pour calculer une distance projetée selon un axe décrit par un vecteur unitairên :

dn = #�r � n̂ = r T n =
�

r 1 r 2 r 3
�

2

4
n1

n2

n3

3

5 = r 1n1 + r 2n2 + r 3n3 (3.30)

pour calculer un angle entre deux vecteurs unitaireŝx et ŷ :

cos\ (x̂; ŷ) = x̂ � ŷ = x T y (3.31)

\ (x̂; ŷ) = arccos (x T y ) (3.32)

et pour calculer entre deux vecteurs position#�r A et #�r B :

#�r A � #�r B = k#�r A kk#�r B k cos\ ( #�r A ; #�r B ) = r T
A r B (3.33)

\ ( #�r A ; #�r B ) = arccos

0

@ r T
A r Bq

r T
A r A

q
r T

B r B

1

A (3.34)

Il est à noter que dans ces équations les vecteur-colonnes de composantes doivent tous être dans la même
base. Les résultats sont des scalaires qui ne dépendent pas de la base utilisée.

Capsule vidéo
Opérations vectorielles avec les composantes de vecteurs
https://youtu.be/7brvShmayAk
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3.5 Les matrices de rotations

Une matrice de rotation notée aRb, est une matrice (3� 3 en 3D) qui permet de calculer directement les
composants d'un vecteur position dans une basea avec les composants connus dans une baseb, i.e. e�ectuer
un changement de base , par une multiplication de la forme :

r a = aRbr b (3.35)

La matrice de rotation est un raccourci pour projeter un vecteur position sur trois nouveaux axes en une
seule opération matricielle, plutôt que d'e�ectuer trois opérations de projection indépendantes. Cette matrice
représente l'orientation relative de deux bases vectorielles etl'opération de multiplication d'un vecteur-
colonne r a par la matrice de rotation bRa correspond à la projection du vecteur géométrique
associé #�r sur la base vectorielle b.

Deux rôles pour la cinématique :

Une matrice de rotation a deux fonctions majeures dans un contexte de cinématique :1) e�ectuer des
opérations de changement de base et2) représenter une orientation relative. Cette section présente
le rôle des matrices de rotation pour les opérations de changement de base, les matrices de rotation
seront discutées à nouveau dans le contexte de la représentation de l'orientation d'un corps rigide à
la section 3.7.

Capsule vidéo
Les matrices de rotation et les changements de base
https://youtu.be/hVmcRYD1KFQ

3.5.1 Dé�nitions

Une matrice de rotation est dé�nie par les produits scalaires des vecteurs unitaires qui forment deux
bases vectorielles :

Dé�nition 3.4 Matrice de rotation:

aRb =

2

4
â1 � b̂1 â1 � b̂2 â1 � b̂3

â2 � b̂1 â2 � b̂2 â2 � b̂3

â3 � b̂1 â3 � b̂2 â3 � b̂3

3

5 =

2

4
cos\ (â1; b̂1) cos\ (â1; b̂2) cos\ (â1; b̂3)
cos\ (â2; b̂1) cos\ (â2; b̂2) cos\ (â2; b̂3)
cos\ (â3; b̂1) cos\ (â3; b̂2) cos\ (â3; b̂3)

3

5 (3.36)

Les produits scalaires correspondent aussi aux cosinus des angles entre les vecteurs unitaires, c'est pour-
quoi la matrice de rotation est aussi parfois appelée lamatrice des cosinus directeurs . Par inspection de
l'équation (3.36), on remarque que les colonnes de la matriceaRb correspondent aux vecteur-colonnes des
composantes des vecteurs unitaireŝbi exprimées dans la basea et que les rangés de la matriceaRb corres-
pondent à la transposée des vecteur-colonnes des composantes des vecteurs unitairesâi exprimées dans la
baseb. Cela permet donc des dé�nitions équivalentes plus compactes :

aRb =

2

4

2

4 ba
1

3

5

2

4 ba
2

3

5

2

4 ba
3

3

5

3

5 =

2

6
6
4

�
(ab

1)T
�

�
(ab

2)T
�

�
(ab

3)T
�

3

7
7
5 (3.37)

Finalement, la matrice de rotation peut aussi être dé�nie en termes de composantes et d'indices par :

aRb
ij = âi � b̂j (3.38)

une équation qui est simple à se rappeler et permet d'éviter de mélanger l'ordre de rotationaRb vs. bRa avec
la notation utilisée dans ces notes.
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Démonstration. Si les composantes d'un vecteur#�r sont connus dans une basea :

r a =

2

4
r a

1
r a

2
r a

3

3

5 (3.39)

le vecteur géométrique associé est donné par :

#�r = r a
1 â1 + r a

2 â2 + r a
3 â3 (3.40)

Les composantes dans une baseb peuvent être calculées par des produits scalaires suivants :

r b
1 = #�r � b̂1 (3.41)

r b
2 = #�r � b̂2 (3.42)

r b
3 = #�r � b̂3 (3.43)

Si on substitue #�r par l'équation (3.40) :

r b
1 = ( r a

1 â1 + r a
2 â2 + r a

3 â3) � b̂1 (3.44)

r b
2 = ( r a

1 â1 + r a
2 â2 + r a

3 â3) � b̂2 (3.45)

r b
3 = ( r a

1 â1 + r a
2 â2 + r a

3 â3) � b̂3 (3.46)

et on réarrange les termes :

r b
1 = ( â1 � b̂1)r a

1 + ( â2 � b̂1)r a
2 + ( â3 � b̂1)r a

3 (3.47)

r b
2 = ( â1 � b̂2)r a

1 + ( â2 � b̂2)r a
2 + ( â3 � b̂2)r a

3 (3.48)

r b
3 = ( â1 � b̂3)r a

1 + ( â2 � b̂3)r a
2 + ( â3 � b̂3)r a

3 (3.49)

On obtient trois équations qui peuvent être regroupées sous forme matricielle :

2

4
r b

1
r b

2
r b

3

3

5

| {z }
r b

=

2

4
â1 � b̂1 â2 � b̂1 â3 � b̂1

â1 � b̂2 â2 � b̂2 â3 � b̂2

â1 � b̂3 â2 � b̂3 â3 � b̂3

3

5

| {z }
b R a

2

4
r a

1
r a

2
r a

3

3

5

| {z }
r a

(3.50)

La matrice de rotation bRa consiste donc à des produits scalaires entre les vecteurs unitaires des bases
vectorielles a et b comme dé�nit à l'équation (3.36).

Exemple 3.2 Matrice de rotation dans le plan calculée par trigonométrie:

La �gure 3.12 montre un exemple d'un vecteur #�r en 2 dimensions exprimé dans deux base vectorielles
b et a. Comme illustré à la �gure 3.13, avec une construction de triangles il est possible de déterminer
par trigonométrie les relations entre les composantes dans les deux bases, et donc la matrice de
rotation aRb. L'approche par trigonométrie est toutefois limitée pour les rotations en 3D, une approche
vectorielle plus simple et plus universelle pour calculer des matrices de rotation est présentée à la
section 3.5.2.
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Figure 3.12 � Vecteur position exprimé dans deux bases vectorielles

Figure 3.13 � Calcul par trigonométrie de la matrice de rotation 2x2 aRb pour le changement de
base illustré à la �gure 3.12

3.5.2 Méthode de calcul des matrices de rotation basé sur les colonnes

La dé�nition des matrices de rotation basée sur les vecteurs unitaires de eq.(3.37) est particulièrement
utile pour calculer une matrice de rotation. Une astuce pour ne pas mélanger l'ordre de rotation (bRa vs.
aRb) est d'avoir en tête que la multiplication matricielle c'est une combinaison linéaire de vecteur-colonnes :

r a =

2

4

2

4 ba
1

3

5

2

4 ba
2

3

5

2

4 ba
3

3

5

3

5

| {z }
a R b

2

4
r b

1
r b

2
r b

3

3

5

| {z }
r b

=

2

4 ba
1

3

5 r b
1 +

2

4 ba
2

3

5 r b
2 +

2

4 ba
3

3

5 r b
3 (3.51)

et donc que si on cherche la matrice de rotationaRb pour calculer le passage de la baseb vers la basea, il
faut trouver les directions spatialesb̂1, b̂2 et b̂3 qui seront combinées linéairement selon les coe�cientsr b

1, r b
2,

r b
3.

Une méthode rapide et universelle pour calculer une matrice de rotation est de construire par inspection
les vecteur unitairesb̂i de la base vectorielle initiale, comme une combinaison de vecteurs unitaireŝai de la
base cible :

b̂1 = a â1 + bâ2 + câ3 b̂2 = d â1 + eâ2 + f â3 b̂3 = gâ1 + h â2 + i â3 (3.52)

pour ensuite convertir les équations en vecteur-colonnesba
i :

ba
1 =

2

4
a
b
c

3

5 ba
2 =

2

4
d
e
f

3

5 ba
3 =

2

4
g
h
i

3

5 (3.53)
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et assembler la matrice avec la dé�nition de l'équation (3.37) :

aRb =
�

ba
1 ba

2 ba
3

�
=

2

4
a d g
b e h
c f i

3

5 (3.54)

Pour les matrices de rotation élémentaires, i.e. les matrices qui représentent une rotation d'un angle� autour
de l'axe b̂1, b̂2 ou b̂3, les neufs élémentsa; b; c; d; ::de la matrice peuvent seulement prendre comme valeurs
cos� , � sin � , 1 ou 0. Il est donc relativement facile de les identi�er par inspection, comme il est illustré à la
section suivante.

Capsule vidéo
Les matrices de rotation : propriétés et exemple de calcul
https://youtu.be/CNIN7UpyXvo

3.5.3 Matrices de rotation élémentaires

Les matrices de rotation élémentaires représentent des rotations relatives d'un angle� autour de l'axe 1,
2 ou 3 entre deux bases vectorielles. Ces matrices seront notéesRi (� ) où i est l'indice de l'axe de rotation.
Ces matrices sont caractérisées par le fait que le vecteur unitairêbi de la base mobile coïncide avec le vecteur
unitaire âi de la base �xe, et la relation entre les autres vecteurs unitaires peut être facilement représentée
dans le plan perpendiculaire à l'axe de rotation.

Notation simpli�ée pour les calculs trigonométriques :

Les symbolesc� et s� sont ici introduits pour alléger les équations et représentent les fonctions
trigonométriques cos(� ) et sin(� ) respectivement :

s� = sin( � ) (3.55)

c� = cos(� ) (3.56)

Pour les calculs de cinématique qui implique plusieurs angles, une notation encore plus compacte sera
utilisée avec seulement les lettress ou c et des indices qui spéci�e les angles :

si = sin( � i ) (3.57)

ci = cos(� i ) (3.58)

sijk = sin( � i + � j + � k ) (3.59)

Rotation selon l'axe 3 Si les bases vectoriellesa et b ont une orientation relative décrite par une rotation
d'un angle � autour de l'axe 3, les vecteurs unitaireŝa3 et b̂3 sont égaux et, comme illustré à la �gure 3.14, les
quatre autres vecteurs unitaires (̂a1, b̂1, â2 et b̂2) sont dans le plan formé par l'axe 1 et l'axe 2. Les vecteurs
unitaires sont reliés par des fonctions trigonométriques simples :

b̂1 = c� â1 + s� â2 b̂2 = � s� â1 + c� â2 b̂3 = â3 (3.60)

La matrice aRb peut donc être formée grâce à la dé�nition (3.37) :

ba
1 =

2

4
c�
s�
0

3

5 ba
2 =

2

4
� s�
c�
0

3

5 ba
3 =

2

4
0
0
1

3

5 ) aRb
3(� ) =

2

4
c� � s� 0
s� c� 0
0 0 1

3

5 (3.61)

À noter que le coin supérieur gauche de la matriceaRb
3(� ) correspond à une matrice de rotation 2� 2 dans

la plan.
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(a) 3D (b) Vue de face

Figure 3.14 � Rotation relative selon l'axe 3

Rotation selon l'axe 2 Si les bases vectoriellesa et b ont une orientation relative décrite par une rotation
d'un angle � autour de l'axe 2, les vecteurs unitaireŝa2 et b̂2 sont égaux et, comme illustré à la �gure 3.15, les
quatre autres vecteurs unitaires (̂a1, b̂1, â3 et b̂3) sont dans le plan formé par l'axe 1 et l'axe 3. Les vecteurs
unitaires sont reliés par des fonctions trigonométriques simples :

b̂1 = c� â1 � s� â3 b̂2 = â2 b̂3 = s� â1 + c� â3 (3.62)

La matrice aRb peut donc être formée grâce à la dé�nition (3.37) :

ba
1 =

2

4
c�
0

� s�

3

5 ba
2 =

2

4
0
1
0

3

5 ba
3 =

2

4
s�
0
c�

3

5 ) aRb
2(� ) =

2

4
c� 0 s�
0 1 0

� s� 0 c�

3

5 (3.63)

(a) 3D (b) Vue de dessus

Figure 3.15 � Rotation relative selon l'axe 2

Rotation selon l'axe 1 Si les bases vectoriellesa et b ont une orientation relative décrite par une rotation
d'un angle � autour de l'axe 1, les vecteurs unitaireŝa1 et b̂1 sont égaux et, comme illustré à la �gure 3.14, les
quatre autres vecteurs unitaires (̂a2, b̂2, â3 et b̂3) sont dans le plan formé par l'axe 2 et l'axe 3. Les vecteurs
unitaires sont reliés par des fonctions trigonométriques simples :

b̂1 = â1 b̂2 = c� â2 + s� â3 b̂3 = � s� â2 + c� â3 (3.64)
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La matrice aRb peut donc être formée grâce à la dé�nition (3.37) :

ba
1 =

2

4
1
0
0

3

5 ba
2 =

2

4
0
c�
s�

3

5 ba
3 =

2

4
0

� s�
c�

3

5 ) aRb
1(� ) =

2

4
1 0 0
0 c� � s�
0 s� c�

3

5 (3.65)

(a) 3D (b) Vue de côté

Figure 3.16 � Rotation relative selon l'axe 1

3.5.4 Propriétés des matrices de rotation

Cette section présente plusieurs propriétés des matrices de rotation qui sont utiles dans un contexte de
changement de bases vectorielles.

Propriété 3.7: Norme des colonnes et rangés

Les colonnesci et les rangésr i d'une matrice de rotation ont une norme égale à 1 :

R =

2

4

2

4 c1

3

5

2

4 c2

3

5

2

4 c3

3

5

3

5 =

2

6
6
4

�
r T

1

�

�
r T

2

�

�
r T

3

�

3

7
7
5 ) (ci )T ci = 1 & ( r i )T r i = 1 8i

(3.66)

L'identité trigonométrique suivante est souvent utile pour ce type de calculs :

sin2(� ) + cos2(� ) = 1 (3.67)

Propriété 3.8: Matrice identité

Une matrice de rotation est réduite à une matrice identitée lorsque les bases vectorielle sont coïnci-
dentes. Par exemple, pour les matrices de rotation élémentaires des équations (3.61), (3.63) et (3.65),
lorsque l'angle est égale à zéro, les matrices sont réduites à des matrices identités :

R1(� ) = R2(� ) = R3(� ) = I 3� 3 =

2

4
1 0 0
0 1 0
0 0 1

3

5 si � = 0 (3.68)

Notes de cours génie robotique - Copyrightc
 2026 Alexandre Girard



3.5. LES MATRICES DE ROTATIONS 35

Propriété 3.9: Inversion

Pour inverser la direction d'une opération de changement de base, il su�t de multiplier par l'inverse
de la matrice de rotation :

r a = aRb r b (3.69)

(aRb) � 1 r a = ( aRb) � 1 aRb r b (3.70)

(aRb) � 1 r a = r b (3.71)

L'inversion d'une matrice de rotation est équivalente à inverser le signe de l'angle� utilisé dans le
calcul de la matrice, à prendre la transposée de la matrice et, en termes de notation, à inverser les
bases :

R(� ) � 1 = R(� � ) (3.72)

R� 1 = RT (3.73)

(bRa) � 1 = aRb (3.74)

Propriété 3.10: Changements de base successifs

Des changements de base successifsa ! b ! c ! ::: ! z peuvent être combinés en une seule matrice
de rotation en multipliant les matrices de rotation intermédiaires par la gauche :

cRa = cRb bRa (3.75)
dRa = dRc cRb bRa (3.76)

... (3.77)
zRa = zRy y Rx : : : cRb bRa (3.78)

Notez que selon la notation utilisée dans ces notes,les lettres des bases intermédiaires doivent
être côte-à-côte dans les équations , et la matrice de rotation totale conserve la première et la
dernière base de la séquence dans le même ordre. Cette propriété découle des dé�nitions, en combinant
deux changements de base intermédiaires, une matrice totale peut être obtenue :

r b = bRar a

r c = cRbr b

r c = cRar a

9
=

;
) r c = cRb bRa

| {z }
c R a

r a ) cRa = cRb bRa (3.79)

Propriété 3.11: Non-commutativité

Le produit des matrices de rotation n'est toutefois pas commutatif, sauf pour des petites rotations
in�nitésimales. L'ordre de multiplication des matrices est donc important et généralement :

cRb bRa 6= bRa cRb (3.80)

Une exception à cette règle est pour les rotations successives selon le même axe de rotation. Par
exemple pour deux matrices de rotation élémentaires selon un axei :

Ri (� 1)Ri (� 2) = Ri (� 2)Ri (� 1) = Ri (� 1 + � 2) (3.81)
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Exemple 3.3 Réorganisation des vecteurs unitaires:

La �gure 3.17 illustre deux bases vectorielles qui ont des vecteurs unitaires parallèles mais avec des
directions et un ordre di�érents. Pour calculer la matrice de rotation associéebRa , la première étape
est d'identi�er la relation entre les vecteurs unitaires âi et b̂i .

(a) Vue 3D (b) Vue de face (c) Vue de dessus

Figure 3.17 � Réorganisation des directions des vecteurs unitaires

On peut constater que le vecteur unitaireâ1 = � b̂3, le vecteur unitaire â2 = � b̂2 et le vecteur unitaire
â3 = � b̂1. Avec ces résultats il est possible d'assembler les vecteur-colonnesab

i :

ab
1 =

2

4
0
0

� 1

3

5 ab
2 =

2

4
0

� 1
0

3

5 ab
3 =

2

4
� 1
0
0

3

5 (3.82)

Il est donc maintenant possible d'assembler la matrice de rotationbRa basée sur l'équation (3.37) :

bRa =
�

ab
1 ab

2 ab
3

�
=

2

4
0 0 � 1
0 � 1 0

� 1 0 0

3

5 (3.83)

Exemple 3.4 Réorganisation des vecteurs unitaires et rotation selon un axe:

Un exemple de calcul d'une matrice de rotationbRa est donné pour une basea qui subit une révolution
de � degrés autour de l'axêb3 par rapport à une baseb, mais ici avec des vecteurs unitaires qui sont
dé�nis avec des directions di�érentes, tel qu'illustré à la �gure 3.18a, et ce n'est donc pas un cas
de rotation élémentaire. Pour construire la matrice de rotation, la première étape est de dessiner les
deux bases avec une origine commune, dans une con�guration où la rotation� est relativement faible
(pour simpli�er la visualisation). On peut constater que le vecteur unitaire â1 est aligné avec l'axe
de rotation, donc indépendant de� et toujours donné par â1 = � b̂3. Ensuite, par inspection, il est
possible d'exprimer chaque vecteur unitairêai comme une combinaison des vecteurs unitaireŝbi , avec
des relations trigonométriques simples comme illustrés par les �gures 3.18b et 3.18.
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(a) Base vectorielles a et b (b) Calcul de ab
3 (c) Calcul de ab

2

Figure 3.18 � Rotation selon l'axe 3 et réorganisation des directions des vecteurs unitaires

Avec ces résultats il est possible d'assembler les vecteur-colonnesab
i :

ab
1 =

2

4
0
0

� 1

3

5 ab
2 =

2

4
� s�
c�
0

3

5 ab
3 =

2

4
c�
s�
0

3

5 (3.84)

Il est donc maintenant possible d'assembler la matrice de rotationbRa basé sur l'équation (3.37) :

bRa =
�

ab
1 ab

2 ab
3

�
=

2

4
0 � s� c�
0 c� s�

� 1 0 0

3

5 (3.85)

Exemple 3.5 Calcul de la position globale de l'e�ecteur d'un robot:

Dans cet exemple, le robot précédemment étudié (Figure 3.9) est ici analysé à nouveau mais cette
fois avec l'aide des bases vectorielles. L'objectif est ici de calculer la position du pointD par rapport
au point A exprimée dans la base vectoriellea. Comme illustré à la �gure ??, la première étape est
de décrire la position qui doit être calculée en terme de vecteurs de position géométriques :

#�r D=A = #�r D=C + #�r C=B + #�r B=A (3.86)

Cette relation vectorielle peut ensuite être convertie en une équation matricielle entre les composantes
dans une basea �xe qui correspond aux axes selon lesquels la position doit être exprimée :

r a
D=A = r a

D=C + r a
C=B + r a

B=A (3.87)

Ensuite, comme illustré à la Figure 3.19, les di�érents vecteurs positions qui représentent chaque joint
ont des composantes connues dans des bases vectorielles locales attachées aux di�érents liens rigides
du robot :

r b
B=A =

2

4
l1
0
0

3

5 r c
C=B =

2

4
0
l2
0

3

5 r d
D=C =

2

4
0
l3
0

3

5 (3.88)

Il est à noter que ces vecteur-colonnes qui utilisent les bases locales sont constants et indépendants des
angles des joints car les base locales tournent avec les liens rigides. Il est ensuite possible de convertir
ces vecteur-colonnes de positions dans la basea par des opérations de changement de base avec les
matrices de rotation appropriées :

r a
D=C = aRd r d

D=C r a
C=B = aRc r c

C=B r a
B=A = aRb r b

B=A (3.89)

Finalement, en substituant dans l'équation (3.87), l'équation matricielle nécessaire pour obtenir les
composantes du vecteur position#�r D=A exprimé avec la basea est obtenue :

r a
D=A = aRd r d

D=C + aRc r c
C=B + aRb r b

B=A (3.90)
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Les matrices de rotation doivent ensuite être calculées pour solutionner cette équation.

(a) Construction géométrique (b) Bases vectorielles (c) Angles

Figure 3.19 � Utilisation des bases vectorielles pour les vecteurs de position

Grâce à une inspection des mouvements relatifs des bases vectorielles, comme illustrée à la �gure 3.19b,
les matrices de rotation peuvent être calculées. Puisque le robot est planaire, les bases vectoriellesb,
c et d �xées aux pièces mobiles du robot ont tous une rotation relative autour de l'axêa3 par rapport
à la base vectorielle �xe a, tel qu'illustré à la �gure 3.20.

(a) a Rb (b) a Rc (c) a Rd

Figure 3.20 � Calcul des matrices de rotation pour l'exemple 3.5.4

En fonction des angles dé�nis à la �gure 3.19c, les matrices de rotation sont donc toutes des matrices
élémentaires de rotation autour de l'axe 3 :

aRb =

2

4
c� 1 � s� 1 0
s� 1 c� 1 0
0 0 1

3

5 aRc =

2

4
c� 2 � s� 2 0
s� 2 c� 2 0
0 0 1

3

5 aRd =

2

4
c� 3 � s� 3 0
s� 3 c� 3 0
0 0 1

3

5 (3.91)

Ces résultats peuvent donc être substitués dans l'équation matricielle qui avait été obtenue à l'exemple
3.5.4 :

r a
D=A = aRd r d

D=C + aRc r c
C=B + aRb r b

B=A (3.92)

et on obtient l'expression précise qui permet de calculer la position du pointD par rapport au point
de référenceA exprimée dans la base vectoriellea en fonction des variables de distancesl i et d'angles
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� i :

r a
D=A =

2

4
c� 3 � s� 3 0
s� 3 c� 3 0
0 0 1

3

5

2

4
0
l3
0

3

5 +

2

4
c� 2 � s� 2 0
s� 2 c� 2 0
0 0 1

3

5

2

4
0
l2
0

3

5 +

2

4
c� 1 � s� 1 0
s� 1 c� 1 0
0 0 1

3

5

2

4
l1
0
0

3

5

(3.93)

r a
D=A =

2

4
� s� 3l3 � s� 2l2 + c� 1l1
c� 3l3 + c� 2l2 + s� 1l1

0

3

5 (3.94)

À noter que ici les angles� i sont tous des angles absolus qui représentent l'orientation des basesb,
c et d du robot par rapport à la base �xe a directement. Lorsqu'on contrôle un bras robotisé, c'est
généralement les angles relatifs entre chacun des joints qui sont les variables mesurées et contrôlées.

Exercice de lecture : La hauteur du robot correspond à la deuxième ligne de l'équation (3.94),
qui est la distance #�r D=A selon le vecteur unitaireâ2 :

h = c� 3l3 + c� 2l2 + s� 1l1 (3.95)

Alternativement, à l'exemple 3.3.2, l'équation suivante avait été obtenue pour la hauteur du robot :

h = l1 cos(' 1) + l2 cos(' 2) + l3 cos(' 3) (3.96)

Trouvez la correspondance entre les angles� i et ' i et véri�ez que les deux expressions sont équiva-
lentes.

Exemple 3.6 Distance projetée calculée avec les vecteur-colonnes:

Comme illustré à la �gure 3.21, cet exemple démontre comment calculer la distance projetéedn d'un
vecteur #�r C=A selon un axe décrit parn̂, connaissant les vecteur-colonnes de composantes :

r b
C=B =

2

4
x
y
z

3

5 r a
B=A =

2

4
X
Y
Z

3

5 n b =

2

4
nx

ny

nz

3

5 (3.97)

Premièrement, l'équation vectorielle de vecteurs géométriques de position est développée :

#�r C=A = #�r C=B + #�r B=A (3.98)

pour ensuite e�ectuer le produit scalaire pour calculer la distance projetée :

dn = #�r C=A � n̂ = ( #�r C=B + #�r B=A ) � n̂ (3.99)

Deuxièmement, on choisi la baseb pour transformer la relation vectorielle en équation matricielle :

dn = ( r b
C=B + r b

B=A )T n b (3.100)

dn = ( r b
C=B )T n b + ( r b

B=A )T n b (3.101)

Tous les vecteur-colonnes sont connus sauf le vecteur-colonner b
C=B , qui doit être substitué par r b

C=B =
bRa r a

C=B car les composantes de#�r C=B sont connues seulement dans la basea. On obtient alors :

dn = ( bRa r a
C=B )T n b + ( r b

B=A )T n b (3.102)

dn = ( n b)T bRa r a
C=B + ( r b

B=A )T n b (3.103)
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et ce qui correspond en termes de composantes à l'équation :

dn =
�

nb
1 nb

2 nb
3

�
2

4
bRa

11
bRa

12
bRa

13
bRa

21
bRa

22
bRa

23
bRa

31
bRa

32
bRa

33

3

5

2

6
4

r a
C=B; 1

r a
C=B; 2

r a
C=B; 3

3

7
5 +

h
r b

B=A; 1 r b
B=A; 2 r b

B=A; 3

i
2

4
nb

1
nb

2
nb

3

3

5

(3.104)

si on substitue par les composantes connues dé�nies à l'équation (3.97) :

dn =
�

nx ny nz
�

2

4
bRa

11
bRa

12
bRa

13
bRa

21
bRa

22
bRa

23
bRa

31
bRa

32
bRa

33

3

5

2

4
x
y
z

3

5 +
�

X Y Z
�

2

4
nx

ny

nz

3

5 (3.105)

C'est donc cette équation qui devrait être programmée pour faire ce calcul numériquement sur un
ordinateur.

Figure 3.21 � Exemple de calcul d'une distance projetée
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3.6 Coordonnées dans un repère et transformations homogènes

En robotique, il est souvent utile de placer un point de référence ainsi qu'une base vectorielle sur chaque
corps rigide du robot. Bien qu'on peut travailler avec des points de référence et des bases vectorielles de façon
indépendante, il est souvent pratique de les jumeler en paires puisqu'il faut ces deux types de références
pour exprimer des coordonnées.La combinaison d'un point d'origine et d'une base vectorielle est
appelée repère dans ces notes , le terme Frame est généralement utilisé en anglais.

Dé�nition 3.5 Repère:

Un repère A est dé�ni comme un point d'origine Ao et une base vectoriellea (qui consiste des trois
vecteurs unitaires f â1; â2; â3g). Autrement dit, on appellera repère A le repère formé par l'ensemble
suivant :

Repère A = f Ao; â1; â2; â3g (3.106)

Figure 3.22 � Système de coordonnées cartésiennes(x; y; z) basé sur le repèref Ao; â1; â2; â3g

Comme illustré à la �gure 3.22, les coordonnées cartésiennes (x, y, z) d'un point P correspondent di-
rectement aux composantes du vecteur position avec comme origine l'intersection des axes du système de
coordonnées (le pointAo) et exprimé dans une base vectoriellea alignée sur les axes du système de coordon-
nées :

Dé�nition 3.6 Coordonnées cartésiennes dans un repère:

Des coordonnées cartésiennes(x; y; z) basé sur le repèref Ao; â1; â2; â3g représentent le vecteur sui-
vant :

r a
P=A o

=

2

4
x
y
z

3

5 , #�r P=A o = x â1 + y â2 + z â3 (3.107)

Un système de coordonnées est toujours implicitement attaché à un repère, même s'il n'est pas expli-
citement dé�ni. L'ensemble de l'origine des axes et des vecteurs unitaires alignés sur ces axes forment un
repère.
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Capsule vidéo
Les repères et les matrices de transformation
https://youtu.be/yTPA1R8b8XE

3.6.1 Changement de repère

Un changement de repère implique deux opérations :1) un changement de l'origine utilisée pour les
vecteurs de position et2) un changement de la base vectorielle utilisée pour exprimer les composantes de ce
vecteur position. Comme illustré à la �gure 3.23 pour une transformation d'un repère B vers un repère A,

(a) Deux systèmes de coordonnées (b) Construction géométrique

Figure 3.23 � Changement du repèref Bo; b̂1; b̂2; b̂3g vers le repèref Ao; â1; â2; â3g

les coordonnées cartésiennes d'un pointC correspondent au vecteur-colonner b
C=B o

dans le repère B et au
vecteur-colonner a

C=A o
dans le repère A :

r b
C=B o

=

2

4
x
y
z

3

5 r a
C=A o

=

2

4
X
Y
Z

3

5 (3.108)

Pour e�ectuer la transformation des coordonnées (x, y, z) vers les coordonnées (X , Y , Z ), la première étape
est de construire la relation vectorielle qui relie les trois points :

#�r C=A o = #�r C=B o + #�r B o =A o (3.109)

et ensuite il su�t de tout exprimer ces vecteurs dans la basea pour e�ectuer l'addition :

r a
C=A o

= r a
C=B o

+ r a
B o =A o

(3.110)

r a
C=A o

= aRbr b
C=B o

+ r a
B o =A o

(3.111)

ce qui correspond en termes de coordonnées à :
2

4
X
Y
Z

3

5 = aRb

2

4
x
y
z

3

5 + r a
B o =A o

(3.112)

Un changement de base est nécessaire puisque que le vecteur#�r C=B o est connu dans la base vectorielleb. Donc
les informations nécessaires pour e�ectuer la transformation sont :1) les composantesr a

B o =A o
du vecteur

position qui relie les originesAo et Bo et 2) la matrice de rotation aRb qui donne l'orientation relative des
bases vectoriellesa et b.
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L' opération inverse s'obtient à partir de l'équation (3.111), d'abord on soustrait le vecteur translation
r a

B o =A o
et on multiplie par la gauche l'inverse de la matrice de rotation pour obtenir :

r b
C=B o

= bRa r a
C=A o

� bRa r a
B o =A o

(3.113)

ce qui correspond en termes des coordonnées à :
2

4
x
y
z

3

5 = bRa

2

4
X
Y
Z

3

5 + bRa r a
B o =A o

(3.114)

3.6.2 Coordonnées et transformations homogènes

Dans les logiciels de cinématique et de graphique, les opérations de changement de repère peuvent être
très fréquentes. Il existe une méthode standard pour combiner l'opération d'addition vectorielle et la multi-
plication avec la matrice de rotation en une seule opération équivalente qui consiste à multiplier une matrice
de transformation 4 � 4 notée A TB , avec un vecteur-colonne4 � 1 de coordonnées homogènes. Les coordon-
nées homogènes sont tout simplement les coordonnées cartésiennes pour les trois premières composantes et
la valeur 1 pour la quatrième composante.

Le changement de repère décrit à la section 3.6.1 correspond alors à l'opération suivante :
�

r a
C=A o

1

�
=

� aRb r a
B o =A o

0 0 0 1

�

| {z }
A T B

�
r b

C=B o

1

�
(3.115)

ce qui correspond en termes de coordonnées à :
2

6
6
4

X
Y
Z
1

3

7
7
5 =

� aRb r a
B o =A o

0 0 0 1

�

| {z }
A T B

2

6
6
4

x
y
z
1

3

7
7
5 (3.116)

Les trois premières rangés des équations matricielles (3.115) et (3.116) correspondent exactement à l'équation
(3.111), et la dernière ligne correspond simplement à une équation 1=1. Les transformations homogènes c'est
donc rien de fondamentalement nouveau, mais une astuce bien utile dans un contexte de programmation
pour grouper deux opérations en une seule.

Si on substitut les dé�nitions, la matrice de transformation peut être dé�nie directement en termes de
vecteurs de vecteurs unitaires et du vecteur géométrique qui dé�nie la translation d'une origine à l'autre :

Dé�nition 3.7 Matrice de transformation:

A TB =
� aRb r a

B o =A o

0 0 0 1

�
=

2

6
6
4

â1 � b̂1 â1 � b̂2 â1 � b̂3 â1 � #�r B o =A o

â2 � b̂1 â2 � b̂2 â2 � b̂3 â2 � #�r B o =A o

â3 � b̂1 â3 � b̂2 â3 � b̂3 â3 � #�r B o =A o

0 0 0 1

3

7
7
5 (3.117)

L' opération inverse de changement de repère avec les coordonnées homogènes est formée par :
�

r b
C=B o

1

�
=

� bRa � bRa r a
B o =A o

0 0 0 1

�

| {z }
(A T B ) � 1

�
r a

C=A o

1

�
(3.118)

Comme pour les matrices de rotation l'inverse de la matrice de transformation correspond à inverser les
repères avec la notation utilisée :

(A TB ) � 1 = B TA (3.119)
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Dernièrement, leschangements de repères successifs A ! B ! C ! ::: ! Z peuvent être combinés
en une seule matrice de transformation en multipliant les matrices de transformation intermédiaires par la
gauche :

C TA = C TB B TA (3.120)
D TA = D TC C TB B TA (3.121)

...
Z TA = Z TY Y TX ::: C TB B TA (3.122)

Avec la notation utilisée dans ces notes,les lettres des repères intermédiaires doivent être côte-à-
côte dans les équations , et la matrice de transformation totale conserve le premier et le dernier repère de
la séquence dans le même ordre.
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3.7 Représentation de la pose d'un corps rigide

De façon générale, six variables sont nécessaires pour dé�nir la positon d'un corps rigide par rapport à un
repère, trois pour décrire la translation et trois pour décrire l'orientation. Pour un corps rigide sans aucune
contrainte, par exemple un avion en vol, le nombre de DDL est donc de six.

Figure 3.24 � Représentation de la pose d'un corp rigide

Capsule vidéo
Pose (position et orientation) d'un corps rigide
https://youtu.be/wrw4T8OE36U

Translation : Les trois DDL de translation peuvent être représentés par un vecteur position qui a comme
origine un point �xe A et comme cible un point arbitraire B sur le corps rigide. Ce vecteur position#�r B=A ,
est typiquement représenté avec trois coordonnées cartésiennes (x, y, z) qui utilisent une base vectorielle �xe
a :

r a
B=A =

2

4
x
y
z

3

5 , #�r B=A = x #�a 1 + y #�a 2 + z #�a 3 (3.123)

Orientation : Ensuite, même avec un point dé�ni dans l'espace par un vecteur translation, un corps rigide a
plusieurs orientations possibles. Pour dé�nir l'orientation, une autre base vectoriellebattachée au corps rigide
doit être utilisée. L'orientation d'un corps rigide est alors représentée par la direction des vecteurs unitaires
b̂i , qui peuvent être représentés par leurs composantes dans la base �xea. Les trois vecteur-colonnesba

i de
trois composantes peuvent être regroupés sous la forme d'une matrice de rotation, comme il a été discuté à
la section 3.5 dans le contexte des changements de base :

aRb =
�

ba
1 ba

2 ba
3

�
= R(�; �;  ) (3.124)

Malgré les neuf composants d'une matrice de rotation, puisque les vecteurŝbi sont unitaires et orthogo-
naux seulement trois variables su�sent pour la dé�nir ; il y a un total de neuf composantes et six équations
de contraintes, voir les équations (17.4) et (17.5). Il est donc possible de paramétrer la matriceaRb avec trois
variables, par exemple trois angles� , � et  , sans limiter les orientations possibles. On appelle trois angles
qui paramétrisent une matrice de rotation des angles de Euler, diverses conventions de paramétrisation sont
possibles et c'est le sujet de la section 3.7.1. Selon la situation, d'autres représentations alternatives aux
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matrices de rotation et aux angles de Euler peuvent aussi être utiles, chaque représentation a ses avan-
tages et inconvénients. La section 3.7.2 présente la représentation axe-angle et la section 3.7.3 présente les
quaternions.

Pose : La pose d'un corps rigide, c'est la combinaison de sa translation et de son orientation. Il est possible
d'utiliser des représentations indépendantes pour la translation et l'orientation, mais alternativement on peut
regrouper une matrice de rotation (pour représenter l'orientation) et un vecteur-colonne (pour représenter la
translation) sous la forme d'une matrice de transformation 4x4, qui relie le repèref Ao; â1; â2; â3g formé par
le point �xe et la base �xe, au repère f Bo; b̂1; b̂2; b̂3g formé par le point mobile et la base mobile attachés au
corps rigide. Cette matrice peut alors être paramétrée par 6 variables qui représent tous les DDL du corps
rigide :

A TB (x; y; z; �; �;  ) =
� aRb r a

B=A

0 0 0 1

�
=

2

6
6
4

2

4 R(�; �;  )

3

5

2

4
x
y
z

3

5

0 0 0 1

3

7
7
5 (3.125)

La matrice de transformation A TB a donc deux fonctions :1) elle peut être utilisée pour e�ectuer des
changements de repères comme vue à la section 3.6.2, et2) elle peut aussi être utilisée pour représenter la
pose d'un repèreB (donc aussi la pose du corps rigide sur lequel il est attaché) relativement à un repèreA.

3.7.1 Angles de Euler

Une matrice de rotation arbitraire peut être paramétrée avec trois variables. La méthode la plus simple
pour y parvenir est de construire une matrice de rotation comme une multiplication de trois matrices élé-
mentaires. Par exemple, l'orientation arbitraire d'une base vectorielled par rapport à une base vectoriellea
peut être décrite par les angles(�; �;  ), avec la convention 3-1-3 :

aRd(�; �;  ) = R3(� ) R1(� ) R3( ) (3.126)

aRd(�; �;  ) =

2

4
c� � s� 0
s� c� 0
0 0 1

3

5

2

4
1 0 0
0 c� � s�
0 s� c�

3

5

2

4
c � s 0
s c 0
0 0 1

3

5 (3.127)

aRd(�; �;  ) =

2

4
+ c� c � s� c� c � c� s � s� c�c + s� s�
+ s� c + c� c� c � s� s + c� c�c � c� s�

+ s� s + s� c + c�

3

5 (3.128)

Cette matrice peut être interprétée comme une suite de trois rotations, avec des bases vectorielles intermé-
diaires, illustrées à la �gure 3.25.
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(a) a Rb = R3 (� ) (b) bRc = R1 (� ) (c) cRd = R3 ( )

Figure 3.25 � Angles de Euler avec la convention 3-1-3 : toutes les orientations possibles de la based peuvent
être décrites par la matrice de rotation aRd(�; �;  ) = R3(� )R1(� )R3( ) paramétrisée avec trois angles.

Une autre convention de trois angles utilisée fréquemment en robotique (typiquement pour les véhicules)
sont les angles de roulis, tangage et lacet. Ces angles correspondent à une matrice formée par la multiplication
de matrices élémentaires dans un ordre 3-2-1, si l'axe 1 correspond à la direction avant-arrière du véhicule
et l'axe 2 vers à la direction haut-bas du véhicule :

R321(� tangage ; � lacet ; � roulis ) = R3(� tangage ) R2(� lacet ) R1(� roulis ) (3.129)

Comme l'ordre des matrices de rotation qui sont multipliées in�uence la matrice résultante, il y a plu-
sieurs possibilités de dé�nitions des trois angles de Euler qui paramétrisent la matrice. Di�érents auteurs,
domaines et organisations utilisent des dé�nitions di�érentes, il est donc toujours important de véri�er
la convention utilisée si on travail avec les angles de Euler .

3.7.2 Représentation axe-angle

Une orientation relative entre deux bases vectorielles peut aussi être représentée par un axe de rotation,
décris par un vecteur unitaire â, et un angle � de rotation autour de celui-ci, comme illustré à la �gure 3.26.

Figure 3.26 � Représentation axe-angle d'une orientation relative

Cette représentation nécessite quatre paramètres, trois pour un vecteur-colonnea qui représente les
composantes du vecteur unitaire qui décris l'axe de rotation, et un pour l'angle� . La représentation axe-
angle permet donc d'utiliser seulement 4 variables plutôt que les 9 d'une matrice3 � 3 pour représenter une
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rotation dans un espace tridimensionnel. Un paramètre est toutefois redondant, car le vecteur-colonnea est
unitaire et trois variables sont reliés par l'équation a2

1 + a2
2 + a2

3 = 1 . De plus, cette représentation présente des
singularités lorsquesin (� ) = 0 . L'avantage principal de la représentation axe-angle est le sens physique clair.
Les inconvénients sont qu'il faut convertir vers des matrices de rotation (ou alternativement des quaternions)
pour e�ectuer des calculs numériques de changement de base et pour combiner des rotations successives.

Vecteur propre de la matrice de rotation

L'axe de rotation â est directement lié à la matrice de rotation qui représente la même orientation relative
entre deux bases vectorielles. Le vecteur unitairêa aligné avec l'axe de rotation a les mêmes composantes
dans les deux bases vectorielles :

a = ab = bRaaa = aRbab = aa (3.130)

Le vecteur-colonne qui représentel'axe de rotation est donc un vecteur propre de la matrice de
rotation , et la valeur propre associée est de valeur unitaire car le vecteur-colonne est inchangé par la
multiplication avec la matrice de rotation. Il est donc possible de calculer l'axe de rotation associé à une
matrice de rotation en calculant les valeurs et vecteurs propre de la matrice.

Convertions

La représentation axe-angle peut être calculée à partir d'une matrice de rotationR de la façon suivante :

� = cos� 1
�

R11 + R22 + R33 � 1
2

�
a =

1
2sin (� )

2

4
R32 � R23

R13 � R31

R21 � R12

3

5 (3.131)

où

R =

2

4
R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33

3

5 (3.132)

Inversement, la matrice de rotation peut être déterminée à partir de la représentation axe-angle :

R = cos(� ) I + (1 � cos(� )) a a T � sin (� )a � (3.133)

où

I =

2

4
1 0 0
0 1 0
0 0 1

3

5 a =

2

4
a1

a2

a3

3

5 aT =
�

a1 a2 a3
�

a � =

2

4
0 � a3 a2

a3 0 � a1

� a2 a1 0

3

5 (3.134)

3.7.3 Quaternions

Les quaternions sont une autre façon de représenter une orientation avec 4 paramètres, physiquement
moins représentative mais beaucoup plus pratique mathématiquement. Similairement à la représentation axe-
angle, un quaternion est constitué d'un scalaire et de 3 composantes vectorielles qui peuvent être groupés dans
un vecteur colonne[�; e 1; e2; e3]T . Les quatre paramètres sont reliés par l'équation suivante� 2+ e2

1+ e2
2+ e2

3 =
1. Cette représentation se dérive facilement à partir de la représentation axe-angle.

� = cos
�

�
2

�
(3.135)

2

4
e1

e2

e3

3

5 = sin
�

�
2

�
2

4
a1

a2

a3

3

5 (3.136)

Les grands avantages de cette représentation sont1) l'absence de singularité et2) des méthodes numérique-
ment e�caces pour calculer des rotations successives et des changements de base directement avec le vecteur
colonne[�; e 1; e2; e3]T .

Détails à venir !
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Exemple 3.7 Cinématique d'un robot mobile:

La �gure illustre un exemple où un véhicule et les points d'intérêts qu'il trouve doivent être localisés
par rapport à une base. La cinématique de ce problème peut se résumer à calculer la matrice de
transformation A TB , qui peut être construite à partir de la dé�nition :

A TB =
� aRb r a

B o =A o

0 0 0 1

�
=

2

6
6
4

â1 � b̂1 â1 � b̂2 â1 � b̂3 â1 � #�r B o =A o

â2 � b̂1 â2 � b̂2 â2 � b̂3 â2 � #�r B o =A o

â3 � b̂1 â3 � b̂2 â3 � b̂3 â3 � #�r B o =A o

0 0 0 1

3

7
7
5 (3.137)

Cette matrice représente la pose du véhicule par rapport au repère de la base, et peut aussi être utilisée
pour transformer des coordonnées cartésiennes relatives au repère du véhicule en des coordonnées
cartésiennes relatives au repère de la base :

�
r a

C=A o

1

�
= A TB

�
r b

C=B o

1

�
(3.138)

Figure 3.27 � Cinématique d'un robot mobile
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3.8 Cinématique directe d'un manipulateur

La cinématique directe, c'est le calcul de la fonction de transformation qui permet de passer de l'espace
des joints, i.e. le vecteur-colonneq, vers l'espace de la tâcher .

Dé�nition 3.8 Cinématique directe:

La cinématique directe est la fonction mathématique qui permet les coordonnées dans l'espace opéra-
tionnel ( r ), typiquement la position de l'e�ecteur, en fonction de la con�guration articulaire du robot
(q) :

r = f (q) (3.139)

Où :
� q 2 Rn est le vecteur des variables articulaires (angles ou distances).
� r 2 Rm est le vecteur décrivant les coordonnées dans l'espace opérationnel.
� f est une fonction dépendant de la géométrie du robot.

3.8.1 Cinématique directe de l'e�ecteur

Pour les robots manipulateurs, l'espace de la tâche est normalement décrit par la translation et l'orienta-
tion de l'e�ecteur. Si le point de référence de l'e�ecteur est notéTo (souvent dans la littérature il est appelé
le TCP pour Tool Center Point ), et la base vectorielle associée à l'orientation de l'e�ecteur est notéet, voir
�gure 3.30, alors la fonction de cinématique directe pour la translation est :

r a
To =A o

= f T rans ( q ) (3.140)

et la fonction de cinématique directe pour l'orientation est :
aRt = f Orien ( q ) (3.141)

où le point Ao et la base a décrive l'origine et la base vectorielle globale qui sont �xes par rapport à la
base du robot. Les deux opérations peuvent être combinées en une seule opération qui consiste à calculer la
matrice de transformation homogène du repèref To; t̂1; t̂2; t̂3g par rapport au repère de globalf Ao; â1; â2; â3g

A TT = f P ose ( q ) (3.142)

3.8.2 Chaîne cinématique ouverte

La plupart des robots manipulateurs sont caractérisés par une chaine cinématique ouverte den joints,
comme illustré à la �gure 3.28. Pour modéliser cette chaîne cinématique, on associera des points de référence
et des bases vectorielles sur chaque lien rigide. La fonction decinématique directe pour la translation
se résume à calculer l'addition desn + 1 vecteurs géométriques de position qui caractérisent la chaîne
cinématique, comme illustré à la �gure 3.29 :

#�r To =A o = #�r To =H o + ::: + #�r Co =B o + #�r B o =A o (3.143)

Ce calcul peut être e�ectué en termes de composantes dans la base vectorielle globale :

r a
To =A o

= r a
To =H o

+ ::: + r a
Co =B o

+ r a
B o =A o

(3.144)

La fonction de cinématique directe pour l'orientation de l'e�ecteur se résume à multiplier lesn + 1
matrices de rotation qui caractérisent les orientations relatives de deux joints successifs, pour obtenir la
matrice de rotation totale qui décrit l'orientation de l'e�ecteur par rapport à la base globale :

aRt = aRb bRc ::: h Rt (3.145)

Alternativement pour combiner les opérations, la fonction de cinématique directe pour la pose de
l'e�ecteur peut être calculée en multipliant les n+1 matrices de transformations homogènes qui caractérisent
la pose relative des repères associés à deux joints successifs :

A TT = A TB B TC ::: H TT (3.146)
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Figure 3.28 � Cinématique d'une chaîne ouverte den joints

Figure 3.29 � Cinématique d'une chaîne ouverte den joints : addition vectorielle de n + 1 vecteurs géomé-
triques de position.

Figure 3.30 � Cinématique d'une chaîne ouverte den joints : succession den+1 transformations homogènes
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3.8.3 Simpli�cations pour les chaînes à 1 DDL par joint

Pour une chaîne cinématique où chaque joint a un seul DDL qui est décrit par la variableqi , l'équation
(3.146) de la cinématique directe avec les coordonnées homogènes a la structure suivante :

A TT (q1; q2; :::; qn ) = A TB (q1) B TC (q2) ::: G TH (qn ) H TT (3.147)

Chaque matrice de transformation est une fonction d'une seule variableqi . Notez que ici la dernière matrice
de transformation H TT est constante car elle décrit la positon de l'e�ecteur par rapport au dernier joint n.
De plus, si un robot est constitué dejoints rotatifs seulement , comme la plupart des robots manipulateurs
industriels, alors l'équation pour l'orientation (3.145) a aussi une structure similaire :

aRt (� 1; � 2; :::; � n ) = aRb(� 1) bRc(� 2) ::: gRh (� n ) h Rt (3.148)

où chaque matrice de rotation est une fonction de la variableqi , qui est un angle� i .

3.8.4 Transformations relatives entre les joints à 1 DDL

Pour un joint rotatif, le DDL est une rotation relative selon un axe. Le mouvement peut donc être
représenté par une matrice de rotation variable qui décrit l'orientation relative des deux liens rigides reliés
par le joint. Pour un joint prismatique, il n'y a aucune rotation relative, seulement une translation selon un
axe. La mouvement est donc représenté par un vecteur position de longueur variable. Donc pour représenter
le mouvement du joint i d'un robot, qui est décrit par la pose relative entre le repèref Fo; f̂ 1; f̂ 2; f̂ 3g et le
repère f Eo; ê1; ê2; ê3g, c'est le vecteur position #�r Fo =E o qui est une fonction deqi pour un joint prismatique
et la matrice eRf qui est une fonction deqi pour un joint rotatif :

Joint prismatique :

8
<

:

r e
Fo =E o

= f (qi )

eRf = constante
Joint rotatif :

8
<

:

r e
Fo =E o

= constante

eRf = f (qi )
(3.149)

de façon équivalente en termes des transformations homogènes :

P rismatique : E TF (qi ) =
� eRf r a

Fo =E o
(qi )

0 0 0 1

�
Rotatif : E TF (qi ) =

� eRf (qi ) r a
Fo =E o

0 0 0 1

�
(3.150)

3.8.5 Procédure de calcul d'une chaîne cinématique directe

Une procédure pour calculer la cinématique d'un chaîne ouverte arbitraire den joints et n + 1 liens
rigides, est ici présentée. La notation utilisée est présentée aux �gures 3.28, 3.29 et 3.30.

Capsule vidéo
Cinématique directe d'un robot manipulateur
https://youtu.be/qgUkhZxMTpM

I : Dé�nition des références La première étape est de dé�nir des coordonnées généralisées (q1, q2,
q2, ..., qm ) qui décrive l'état des m DDL des n joints du robot. En générale, pour la plupart des robots
manipulateurs, m = n car des joints standards à 1 DDL prismatique ou rotatif sont normalement utilisés.
Ensuite, la seconde étape est de dé�nir des points de références (Ao, Bo, Co, ..., To) et des bases vectorielles
(a, b, c, ..., t) sur chaque lien rigide.

Astuces :

Pour grandement simpli�er le calcul des matrices de rotation, les bases vectorielles locales de deux
liens rigides adjacents à un joint rotatif devraient être dé�nies avec un vecteurs unitaire parallèle à
l'axe de rotation du joint. Ensuite, l'orientation des deux autres vecteurs unitaires devrait être choisie
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de façon à maximiser le nombre de composantes nulles dans les vecteurs positions.

II : Calcul des vecteurs positions locaux Ensuite, basé sur les points et bases vectorielles dé�nies, les
n + 1 vecteurs positions locaux peuvent être calculés par inspection selon la géométrie et les dimensions du
robot. Pour un robot qui est constitué de joints rotatifs seulement, toutes les composantes de ces vecteurs
positions exprimées dans les bases vectorielles locales sont constantes :

r a
B o =A o

=

2

4
l1;x

l1;y

l1;z

3

5 ; r b
Co =B o

=

2

4
l2;x

l2;y

l3;z

3

5 ; ::: r h
To =H o

=

2

4
ln +1 ;x

ln +1 ;y

ln +1 ;z

3

5 (3.151)

où les variablesl représentent les dimensions des liens rigides. Toutefois, si un robot utilise des joints pris-
matiques, certains vecteurs positions locaux vont être des fonctions des variablesqi représentants l'état de
ces joints prismatiques.

III : Calcul des matrices de rotations relatives Ensuite, les matrices de rotation qui décrive l'orien-
tation relative des bases vectorielles de joints adjacents sont calculées en suivant la démarche décrite à la
section 3.5.2 :

aRb(q1) =
�

ba
1 ba

2 ba
3

�
; bRc(q2) =

�
cb

1 cb
2 cb

3

�
; ::: (3.152)

Pour un robot qui est constitué de joints rotatifs seulement, les matrices de rotation relatives entre deux
bases locales vont être des fonctions des variablesqi qui décrivent l'état des joints rotatifs.

IV : Calcul des translations et orientations absolues Premièrement, les matrices de rotation qui
décrivent l'orientation des bases vectorielles mobiles par rapport à la base vectorielle �xea sont calculées en
multipliant les matrices de rotation relatives :

aRb = aRb (3.153)
aRc = aRb bRc (3.154)
aRd = aRb bRc cRd (3.155)

...
aRt = aRb bRc cRd ::: h Rt (3.156)

où la dernière ligne donne le résultat de cinématique directe pour l'orientation. Ensuite, avec ces matrices,
il est possible d'e�ectuer des changements de base pour exprimer tous les vecteurs de position dans la base
�xe a :

r a
B o =A o

= r a
B o =A o

(3.157)

r a
Co =B o

= aRb r b
Co =B o

(3.158)

r a
D o =Co

= aRc r c
D o =Co

(3.159)

...

r a
To =H o

= aRh r h
To =H o

(3.160)
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Finalement, avec tous les vecteurs de position relatifs connus dans la base �xea, il est maintenant possible
de calculer la position de tous les points de références par rapport à l'origineAo

r a
B o =A o

= r a
B o =A o

(3.161)

r a
Co =A o

= r a
Co =B o

+ r a
B o =A o

(3.162)

r a
D o =A o

= r a
D o =Co

+ r a
Co =B o

+ r a
B o =A o

(3.163)

...

r a
To =A o

= r a
To =H o

+ ::: + r a
Co =B o

+ r a
B o =A o

(3.164)

où la dernière ligne donne le résultat de cinématique directe pour la translation de l'e�ecteur. Il est à noter
que cette procédure donne aussi la position de tous les points de références (Ao, Bo, Co, ..., To) dans le repère
�xe A, ce qui est utile pour tracer le squelette du robot et visualiser la con�guration.

IV* : Alternative de calcul avec les transformations homogènes Alternativement, l'étape IV peut
être e�ectuée grâce aux transformations homogènes. Les points de références et bases vectorielles sur chaque
lien rigide dé�nissent des repères. Les matrices de transformation relative à deux repères adjacents à un joint
peuvent être construites à partir des vecteurs positions locaux et des matrices de rotation relatives :

A TB (q1) =
� aRb(q1) r a

B o =A o

0 0 0 1

�
; B TC (q2) =

� bRc(q2) r b
Co =B o

0 0 0 1

�
; ::: (3.165)

Les matrices de transformation globales de tous les repères mobiles vers le repère �xeA peuvent ensuite
être calculées par la multiplication des matrices de transformation intermédiaires :

A TB = A TB (q1) (3.166)
A TC = A TB (q1) B TC (q2) (3.167)

...
A TT = A TB (q1) B TC (q2) ::: G TH (qn ) H TT (3.168)

Exemple 3.8 Cinématique pour un robot avec deux joints:

Un exemple est ici présenté de calcul de la cinématique directe pour le robot illustré à la �gure 3.31
qui possède un joint rotatif et un joint prismatique. L'objectif est ici de calculer les coordonnées du
point Do dans le repère �xe f Ao; â1; â2; â3g comme un fonction de la con�guration des joints. Trois
méthodes de résolution sont présentées, une méthode minimaliste qui utilise seulement les équations
vectorielles, une méthode matricielle qui utilise les vecteur-colonnes et les matrices de rotation, ainsi
qu'une méthode utilisant les coordonnées homogènes.
La première étape, commune aux trois méthodes, est de dé�nir des bases vectorielles et des points
de référence sur le robot comme illustré à la �gure 3.31b. Ici les bases vectoriellesa et b ont été
dé�nies de sorte que les vecteurs unitaireŝa3 et b̂3 soient parallèles à l'axe de rotation du joint rotatif
(axe perpendiculaire au plan de la page). De plus, le vecteur unitairêb1 a été dé�ni en ligne avec le
deuxième lien rigide et l'axe de translation du joint prismatique. Les points de référence secondaires
ont été choisis ainsi : un pointBo au centre du joint rotatif et un point C à la base du joint prismatique.
Pour les coordonnées généralisées qui décrivent la con�guration du robot, l'angle� avec la vertical
du deuxième lien rigide ainsi que la distancex de translation entre le point C et Do ont été choisis.
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(a) Géométrie (b) Bases vectorielles et points de références

Figure 3.31 � Robot à deux joints

Méthode vectorielle Premièrement, avec les points et bases qui ont été dé�nis, il est possible
de décrire les vecteurs positions qui représentent la géométrie des liens rigides et ne dépendent pas
directement des joints :

Éléments constants : #�r B o =A o = l1 â2 et #�r C=B o = l2 b̂1 (3.169)

Ensuite, la direction b̂1 dépend de l'état du joint rotatif donc de l'angle � , et le vecteur position du
point Do par rapport au point C a une longueur variable égale àx :

Éléments variables : b̂1(� ) = c� â1 + s� â2 et #�r D=C (x) = x b̂1 (3.170)

Tous les éléments sont maintenant en place pour e�ectuer la résolution. Le vecteur pertinent pour la
résolution est décomposé en une addition de vecteurs connus :

#�r D o =A o = #�r D o =C + #�r C=B o + #�r B o =A o (3.171)

qui peuvent être manipulés de sorte à garder seulement les vecteurs unitairesâi :

#�r D o =A o = x b̂1 + l2 b̂1 + l1 â2 (3.172)
#�r D o =A o = ( x + l2) b̂1 + l1 â2 (3.173)
#�r D o =A o = ( x + l2) (c� â1 + s� â2) + l1 â2 (3.174)
#�r D o =A o = [( x + l2) c� ]

| {z }
r a

1

â1 + [( x + l2)s� + l1]
| {z }

r a
2

â2 (3.175)

Puisque l'équation vectorielle a été réduite aux directionsâi seulement, il est possible d'extraire
directement les composantes dans la basea :

r a
D o =A o

=

2

4
(x + l2) c�

(x + l2)s� + l1
0

3

5 (3.176)

Méthode matricielle Premièrement, avec les points et bases qui ont été dé�nis, il est possible de
décrire des vecteurs de position locaux constants. Les vecteur-colonnesr a

B o =A o
et r b

C=B o
représentent

la géométrie des liens rigides et sont donc constants :

Éléments constants : r a
B o =A o

=

2

4
0
l1
0

3

5 et r b
C=B o

=

2

4
l2
0
0

3

5 (3.177)
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Toutefois, la matrice de rotation aRb qui décrit l'orientation relative des basesa et b est variable en
fonction de l'état du joint rotatif décrit par la variable � , et le vecteur position r b

D o =C est associé à la
translation du joint prismatique et fonction de la variable x :

Éléments variables : aRb(� ) = R3(� ) =

2

4
c� � s� 0
s� c� 0
0 0 1

3

5 et r b
D o =C (x) =

2

4
x
0
0

3

5 (3.178)

La matrice de rotation peut être construite comme décrit à la section 3.5.2, alternativement il est
possible d'identi�er directement qu'elle correspond ici à une matrice de rotation élémentaire selon
l'axe 3.
L'équation de la cinématique pour calculer la positon de l'e�ecteur est obtenue à partir de la relation
vectorielle :

#�r D o =A o = #�r D o =C + #�r C=B o + #�r B o =A o (3.179)

que l'on exprime dans la basea :

r a
D o =A o

= r a
D o =C + r a

C=B o
+ r a

B o =A o
(3.180)

r a
D o =A o

= aRb r b
D o =C + aRb r b

C=B o
+ r a

B o =A o
(3.181)

r a
D o =A o

= aRb(� )
| {z }

joint rotatif

( r b
D o=C(x)

| {z }
joint prismatique

+ r b
C=Bo

) + r a
B o=Ao

(3.182)

Il est ensuite possible de substituer par les composantes connues et résoudre l'équation matricielle :

r a
D o =A o

=

2

4
c� � s� 0
s� c� 0
0 0 1

3

5

0

@

2

4
x
0
0

3

5 +

2

4
l2
0
0

3

5

1

A +

2

4
0
l1
0

3

5 =

2

4
(x + l2) c�

(x + l2)s� + l1
0

3

5 (3.183)

Méthode avec les transformations homogènes Alternativement, une façon plus systématique
de procéder, est d'associer un repère à chaque lien rigide et de calculer toutes les matrices de trans-
formation entre ces repères.
La matrice de transformation du repère B vers le repère A implique une matrice de rotation variable
selon l'état du joint rotatif, et un vecteur de translation constant :

A TB (� ) =
� aRb(� ) r a

B o =A o

0 0 0 1

�
=

2

6
6
4

c� � s� 0 0
s� c� 0 l1
0 0 1 0
0 0 0 1

3

7
7
5 (3.184)

La matrice de transformation du repère D vers le repère B implique seulement un vecteur de transla-
tion variable en fonction de l'état du joint prismatique. Puisque que les bases vectoriellesd et b sont
alignées la matrice de rotationbRd est réduite à la matrice identité :

B TD (x) =
� bRd r b

D o =B o

0 0 0 1

�
=

"
I 3� 3

�
r b

D o =C (x) + r b
C=B o

�

0 0 0 1

#

=

2

6
6
4

1 0 0 (x + l2)
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

3

7
7
5

(3.185)

Ensuite la pose de l'e�ecteur peut être décrite par la matrice de transformation du repèreD vers le
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repèreA qui est obtenu en multipliant les deux matrices de transformation locales de chaque joint :

A TD = A TB (� ) B TD (x) (3.186)

A TD =

2

6
6
4

c� � s� 0 0
s� c� 0 l1
0 0 1 0
0 0 0 1

3

7
7
5

2

6
6
4

1 0 0 (x + l2)
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

3

7
7
5 (3.187)

A TD =

2

6
6
4

c� � s� 0 (x + l2)c�
s� c� 0 (x + l2)s� + l1
0 0 1 0
0 0 0 1

3

7
7
5 (3.188)

Avec la dernière colonne de la matriceA TD , il est possible d'extraire les composantes qui représentent
la translation du point Do dans le repèreA :

r a
D o =A o

=

2

4
(x + l2) c�

(x + l2)s� + l1
0

3

5 (3.189)
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3.8.6 Les paramètres Denavit�Hartenberg

Les paramètresDH (Denavit�Hartenberg ) consistent en quatre paramètres associés à une convention
particulière pour attacher des repères aux liens rigides d'un robot manipulateur. Plutôt que de dé�nir arbi-
trairement les bases vectorielles et les points d'origine des repères, la convention impose une méthodologie
standardisée pour dé�nir les repères et les matrices de transformations associées. Plusieurs librairies de ci-
nématique de robot utilise cette convention, qui a comme principal avantage de décrire la cinématique d'un
robot avec un nombre de paramètres et repères minimum.

Capsule vidéo
Les paramètres DH
https://youtu.be/LT5Fa1tbDFQ

Convention de positionnement relatif des repères

Avec la conventionDH, il faut placer les axes 3 (ouz) des repères sur les axe de rotation des joints révolus
et sur les axes de translation des joints prismatiques. Ensuite les axes 1 (ou X) d'un joint sont positionnés
relativement à la position du joint précédent (parallèle à la normale commune des axes 3), et ensuite les
axes 2 sont placés selon la règle de la main droite. L'axe 1 du premier repère est un choix arbitraire. Il y
a aussi plusieurs options lorsque les axes 3 de deux joints consécutifs sont parallèles ou coïncident, donc la
convention de permet pas de standardisé la représentation de la cinématique d'un à 100%. La Figure 3.32
illustre cette convention de dé�nition des repères d'un robot.

Figure 3.32 � Positionnement des repères selon la convention des paramètresDH

Repère attachés au lien rigide précédent

Il est à noter que avec cette convention, chaque repère est attaché au lien rigide précédent le joint
associé à son axe 3, ce qui di�ère de la méthode présentée à la section 3.8.5. Par exemple à la �gure
3.32, le repèreA est �xe et le repèreB bouge seulement en fonction de la rotation du 1er joint autour
de l'axe â3.
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Les quatre paramètres DH

Avec la convention de positionnement des repères, seuls quatre scalaires (deux distance et deux angles)
sont su�sants pour décrire la pose relative des deux repères sur deux joints adjacents. Les quatre paramètres
sont illustrés à la Figure 3.33, pour le premier joint d'un robot ou le repèreA est �xe et aligné avec l'axe du
joint 1, et le le repèreB bouge avec le premier lien rigide et est aligné avec le joint 2. Un repère intermédiaire
A0 est dé�ni à l'intersection de la normale commune et l'axe 3 du repèreA pour bien illustrer le sens
des 4 paramètres. Le paramètred représente la distance entre le point d'origine du premier repèreAo et
l'intersection de l'axe â3 avec la normale commune (A0

o). Le paramètre � est l'angle entre le vecteur unitaire
â1 et la normale commune. Le paramètrer est la longueur de la normale commune. Le paramètre� est
l'angle de rotation autour de la normale entre les deux axes des jointŝa3 et b̂3.

Figure 3.33 � Les quatre paramètresDH

Consultez une animation vidéo

Les paramètresDH sont plus facile à comprendre en visualisant une animation 3D, il est fortement
conseillé de consulter un vidéo explicatif pour solidi�er vos connaissances.
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Pose relative des repères selon les 4 paramètres

La matrice de rotation qui relie la pose des deux repère associés à deux joints successifs peut être
paramétrée par les quatre paramètresd, � , r et � . Le vecteur position qui relie les origines est :

#�r B o =A o = d â3 + r b̂1 (3.190)

L'orientation relative peut être exprimée comme la combinaison de deux rotation selon les axeŝa3 et b̂1 :

aRb = aRa0

3 (� )a0
Rb

1(� ) (3.191)

aRa0

3 (� ) =

2

4
c� � s� 0
s� c� 0
0 0 1

3

5 (3.192)

a0
Rb

1(� ) =

2

4
1 0 0
0 c� � s�
0 s� c�

3

5 (3.193)

Les composantes du vecteur position dans la basea sont donc :

r a
B o =A o

=

2

4
0
0
d

3

5 + aRa0

2

4
r
0
0

3

5 =

2

4
rc�
rs�
d

3

5 (3.194)

La matrice de transformation peut alors être assemblée :

Dé�nition 3.9 Matrice de transformation avec les paramètres DH:

A TB (d; �; r; � ) =

2

6
6
4

c� � s�c� s�s� rc�
s� c�c� � c�s� rs�
0 s� c� d
0 0 0 1

3

7
7
5 (3.195)

Donc lorsque la convention est utilisée, la matrice de transformation entre deux repères successifs a
toujours la forme ci-dessus, et il su�t d'identi�er les quatre paramètres DH de chaque joints.

Capsule vidéo
Exemple d'utilisation des paramètres DH
https://youtu.be/cA0jxfkOgaI

Exemple 3.9 Cinématique d'un robot anthropomorphique avec les paramètres DH :

La Figure 3.34 illustre l'utilisation de la convention DH pour déterminer la matrice de transformation
qui représente la pose de l'e�ecteur.
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Figure 3.34 � Exemple de modélisation de la cinématique d'un robot manipulateur anthropomor-
phique avec la convention des paramètresDH

Joint 1 Premièrement l'axe de rotation du 1er joint doit être repéré, et le repère �xe A doit être
placé de sorte à aligner sont vecteur unitairêa3 avec cet axe. Les autres variables sont arbitraires,
ici on a choisi de position l'origine au sol et l'aligner le vecteur unitaireâ1 avec les autres liens du
robot pour la con�guration nominale. Ensuite l'axe de rotation du 2e joint doit être repéré et le
repère B doit être �xé de sorte à aligner sont vecteur b̂3. L'orientation de b̂1 doit être alignée avec
la normale commune entreâ3 et b̂3, ici comme les axes se croisent la normale est réduite à un seul
point et donc l'orientation de b̂1 est arbitraire, il a donc été choisi de l'aligner avec les liens rigides en
position neutre. Avec les repèresA et B positionnés selon la convention, il est maintenant possible
de déterminer les quatre paramètres de la première matrice de transformation. La distance entre
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l'origine Ao et la normale commune (réduite au pointBo) est ici la longueur du premier liend = l1 et
la longueur de la normale commune est nuller = 0 . L'angle � entre les vecteurs unitairesâ1 et b̂1 est
nul pour la position neutre, mais lorsque le joint 1 va tourner l'angle correspond en fait à la position
active � 1. Finalement l'angle entre â3 et b̂3 autour de l'axe b̂1 est égale à�= 2 radians. Joint 2 Pour
la prochaine transformation qui caractérise le joint 2, il faut d'abord positionner le repèreC selon la
convention. Le vecteur unitaire ĉ3 est aligné avec l'axe de rotation du 2e joint, et le vecteur unitaire
ĉ1 est aligné avec la normale commune qui est directement alignée avecb̂1. Donc ici l'orientation de
la basec est complètement �xée par la convention. Toutefois comme les axes de rotation du joint 2
et 3 sont parallèle, c'est l'origine Co qui pourrait être placée n'importe ou sur l'axe de rotation du
joint 3 (il y a une in�nité de normales communes entre deux axes parallèles). Par simplicité ici on �xe
arbitrairement l'origine Co directement dans l'axe formé parb̂1. Avec le repèreC positionné selon la
convention il est maintenant possible de déterminer les quatre paramètresDH. Le paramètre d est
ici nul car le point Bo est coïncident avec la normale commune choisie et le paramètrer = l2 car
la normale commune coïncide directement avec le 2e lien rigide. Ensuite, l'angle� entre les vecteurs
unitaires b̂1 et ĉ1 est nul pour la position neutre, mais lorsque le joint 1 va tourner l'angle correspond
en fait à la position active du 2e joint � 2. Finalement l'angle entre b̂3 et ĉ3 est nul donc � = 0 . Joint
3 Pour la dernière transformation, il n'y a pas d'axe de rotation de joint puisque que c'est l'e�ecteur
qui reste à localiser, on choisi ici arbitrairement de garder la même orientation que la base précédente.
Avec ce choix, la pose du repèreD par rapport au repèreC a exactement la même structure que celle
du repère C par rapport au repère B . La seule di�érence est les variables impliquées qui sont� 3 et
l3. On trouve donc d = 0 , � = � 3, r = l3 et � = 0 comme paramètresDH pour le joint 3. Ensuite,
il su�t d'utiliser la formule donnée à l'équation (3.231) pour calculer les matrices de transformation
entre chaque repère, et de les multiplier ensemble pour calculer la matrice de transformation totale.
Avec la méthode des paramètresDH, le plus long de la démarche est donc de bien positionner et
déterminer les paramètres.
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3.8.7 Chaîne cinématique fermée

Les chaînes cinématiques fermées, sont des assemblages mécaniques où les liens et articulations ne sont
pas assemblés dans une con�guration série pure, mais plutôt en parallèle comme illustré à la �gure 3.35.

Figure 3.35 � Chaine cinématique fermée (robot parallèle)

Le calcul de la cinématique directe de ce type de mécanisme peux être plus compliqué car chaque chemin
parallèle qui relie l'e�ecteur à la base d'un robot rajoute une contrainte au système. Les mouvements des
joints ne sont alors pas nécessairement indépendants. Pour une con�gurationq des joints, il peut ne pas
y avoir aucune pose de l'e�ecteur qui satisfait toutes les contraintes ou potentiellement plusieurs poses de
l'e�ecteur qui satisfont les contraintes.

Figure 3.36 � Chaîne cinématique fermée avec deux solutions (théoriques) pour la pose de l'e�ecteur selon
une con�guration q1, q2 et q3 des joints.

Détails à venir !
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3.9 Cinématique inverse d'un manipulateur

La cinématique inverse consiste à calculer des coordonnées de l'espace des jointsq qui mènent à des
coordonnées désirés dans l'espace opérationnel.

Dé�nition 3.10 Cinématique inverse:

La cinématique inverse est le processus mathématique permettant de déterminer le (ou les) vec-
teur(s) de con�guration articulaire q qui mène à des coordonnées désirés dans l'espace opérationnel
r , typiquement la position de l'e�ecteur :

q = f � 1(r ) (3.196)

Contrairement à la cinématique directe, ce problème présente trois dé�s majeurs :
1. Existence : La poser peut être hors de l'espace de travail.
2. Multiplicité : Il peut exister plusieurs con�gurations q pour une même positionr (ex : coude

en haut vs coude en bas).
3. Complexité : Ce problème n'admet pas toujours de solution analytique.

3.9.1 Chaîne cinématique ouverte

Pour les chaînes cinématiques ouvertes, comme la plupart des robots manipulateurs, le calcul de la
cinématique directe est sans ambiguïté : une con�gurationq mène toujours à une seule position de l'e�ecteur
possible. Toutefois, il existe plusieurs con�gurationsq qui peuvent mener à la même position de l'e�ecteur,
voir �gure 3.37b par exemple. De plus, pour certaines positions de l'e�ecteur (ceux qui ne sont pas dans
l'espace de travail), l'équation (3.196) n'aura pas de solutions. La cinématique inverse est donc généralement
plus compliquée que la cinématique directe, elle consiste à résoudre une fonction hautement non-linéaire qui
possède potentiellement aucune ou plusieurs solutions. De plus, même lorsque qu'une ou plusieurs solutions
existent, il n'est pas toujours possible de résoudre analytiquement l'équation (3.196). Il est alors nécessaire
d'utiliser des méthodes numériques pour trouver des solutions, comme la méthode de Newton-Raphson par
exemple. Pour la plupart des architectures de robots industriels, la cinématique inverse peut être résolue
analytiquement. Pour les bras manipulateurs à 6 DLL, le critère pour que la cinématique inverse puisse être
résolue analytiquement est que l'axe de trois joints rotatifs séquentiels se croise en un point. La plupart des
robots industriels ont leurs 3 derniers DDL con�gurés en un poignet (wrist en anglais) qui consiste en trois
joints rotatifs avec leurs trois axes qui se croisent en un seul point, et ils rencontrent donc ce critère.

En pratique, les contrôleurs de robot trouvent généralement indirectement les solutions à l'équation
(3.196). Une méthode standard est de contrôler les déplacement locaux de l'e�ecteur en direction de la
position r désirée, voir section 8.2, une méthode qui revient à faire une descente du gradient itérative comme
avec la méthode de Newton-Raphson mais en temps réel avec le vrai système.

Exemple 3.10 Cinématique inverse d'un robot à deux joints rotatifs:

Cet exemple illustre une résolution analytique de la cinématique inverse d'un robot simple à deux
joints rotatifs dans le plan, illustré à la �gure 3.37.
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(a) Bases et points de références (b) Deux con�gurations possible pour une
position ( x,y) désirée

Figure 3.37 � Cinématique inverse d'un robot à deux joints rotatif

L'objectif est ici de calculer la fonction de cinématique inverse :

q = f � 1
T rans

�
r a

D o =B o

�
(3.197)

�
� 1

� 2

�
= f � 1

T rans

��
x
y

��
(3.198)

Premièrement la relation vectorielle est établie :

#�r D o =B o = #�r D o =Co + #�r Co =B o (3.199)
#�r D o =B o = l3ĉ1 + l2b̂1 (3.200)

Ensuite il est possible de relier la positionx et y de l'e�ecteur avec l'angle � 2 en calculant la longueur
du vecteur #�r D o =B o :

k#�r D o =B o k2 = k#�r D o =Co + #�r Co =B o k2 (3.201)

x2 + y2 = ( l3ĉ1 + l2b̂1) � (l3ĉ1 + l2b̂1) (3.202)

x2 + y2 = l2
2 + l2

3 + 2 l2l3(ĉ1 � b̂1) (3.203)

x2 + y2 = l2
2 + l2

3 + 2 l2l3 cos� 2 (3.204)

À noter que la dérivation ci-dessus est équivalente à utiliser la loi descosinus. Il est donc possible
d'obtenir l'angle � 2 comme une fonctions des coordonnées désirées de l'e�ecteur et des paramètres
géométriques du robot :

cos� 2 =
(x2 + y2) � (l2

2 + l2
3)

2l2l3
(3.205)

L'équation (3.205) peut avoir 0, 1 ou 2 solutions. Si la position désirée (x,y) est hors de l'espace de
travail, il n'y a pas de solution :

(x2 + y2) � (l2
2 + l2

3)
2l2l3

> 1 ) Aucune solution (3.206)

Si la position désirée (x,y) est sur la limite de l'espace de travail, il y a une seule solution où les deux
liens rigides sont alignés :

(x2 + y2) � (l2
2 + l2

3)
2l2l3

= 1 ) Une solution : � 2 = 0 (3.207)
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En fait, techniquement il faudrait plutôt dire qu'il y a une in�nité de solution périodique pour tout
les facteurs entiers multiplicateurs de2� , i.e. � 2 = 2 i � aveci = 0 ; 1; � 1; 2; � 2; :::, si on considère que
le 2e joint du robot peut illimité pour sa plage angulaires.
Si la position désirée (x, y) est dans l'espace de travail, il y a deux solutions comme illustré à la �gure
3.37b :

(x2 + y2) � (l2
2 + l2

3)
2l2l3

< 1 ) Deux solutions : � 2 = � arccos
�

(x2 + y2) � (l2
2 + l2

3)
2l2l3

�
(3.208)

Il est aussi possible d'isoler l'angle� 1 sous forme explicite, comme illustré à la �gure 3.38 :

� 1 = arctan
� y

x

�
+ arctan

�
l2s� 2

l1 + l2c� 2

�
(3.209)

Figure 3.38 � Calcul de � 1

Notes de cours génie robotique - Copyrightc
 2026 Alexandre Girard



3.9. CINÉMATIQUE INVERSE D'UN MANIPULATEUR 67

3.9.2 Chaîne cinématique fermée

Contrairement aux chaînes cinématiques ouvertes, la cinématique inverse d'une chaîne cinématique fermée
est généralement plus facile à calculer que la cinématique ouverte. Par exemple, comme illustré à la �gure
3.39 pour un robot parallèle simple, si la pose de l'e�ecteur est précisée, alors les variables de jointsqi peuvent
être facilement calculés et il y a une seule solution. L'état des joints prismatique peut être calculée sachant
la longueurs des vecteurs#�r B i =A i :

qi + l i = k#�r B i =A i k (3.210)

et la position des pointsB i et A i peut être déterminée avec la géométrie du robot et la pose de l'e�ecteur.
Les variablesqi pourraient donc être calculées ainsi :

qi = k#�r B i =A i k � l i (3.211)

qi = k#�r B i =To + #�r To =W o � #�r A i =W o k � l i (3.212)

qi =

r h
r w

B i =To
+ r w

To =W o
� r w

A i =W o

i T h
r w

B i =To
+ r w

To =W o
� r w

A i =W o

i
� l i (3.213)

qi =

r h
w Rt r t

B i =To
+ r w

To =W o
� r w

A i =W o

i T h
w Rt r t

B i =To
+ r w

To =W o
� r w

A i =W o

i
� l i (3.214)

où w Rt et r w
To =W o

sont des fonctions de la pose de l'e�ecteur etr t
B i =To

et r w
A i =W o

sont des vecteur-colonnes
constants et seulement fonction de la géométrie du robot.

Figure 3.39 � Cinématique inverse d'un chaine cinématique fermée (robot parallèle)
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3.10 Résumé du chapitre

Cinématique des robots manipulateurs :

r|{z}
Coordonnées dans l'espace de la tâche

= f ( q
|{z}

Coordonnées dans l'espace des joints

) (3.215)

Vecteurs de position :

#�r B=A = Vecteur position du point B par rapport au point A (3.216)
#�r Z=A = #�r Z=Y + #�r Y=X + ::: + #�r C=B + #�r B=A (3.217)
#�r B=A = � #�r A=B (3.218)

Bases vectorielle :

Basea = f â1; â2; â3g (3.219)

Vecteur géométrique vs. vecteur-colonne de composantes :

#�r = r a
1 â1 + r a

2 â2 + r a
3 â3 r a =

2

4
r a

1
r a

2
r a

3

3

5 (3.220)

#�r =
X

i

r a
i âi r a

i = #�r � âi (3.221)

Matrice de rotation :

aRb =

2

4
â1 � b̂1 â2 � b̂1 â3 � b̂1

â1 � b̂2 â2 � b̂2 â3 � b̂2

â1 � b̂3 â2 � b̂3 â3 � b̂3

3

5 =

2

4

2

4 ba
1

3

5

2

4 ba
2

3

5

2

4 ba
3

3

5

3

5 (3.222)

Propriétés des matrices de rotation :

r a = aRb r b (3.223)
aRc = aRb bRc (3.224)

aRb
ij = âi � b̂j (3.225)

R(� ) � 1 = R(� � ) (3.226)

R� 1 = RT (3.227)

(bRa) � 1 = aRb (3.228)

Repère :

RepèreA = Basea + Origine Ao = f Ao; â1; â2; â3g (3.229)

Matrice de transformation :

A TB =
� aRb r a

B o =A o

0 0 0 1

�
(3.230)

Transformation avec les paramètres DH :

T(d; �; r; � ) =

2

6
6
4

c� � s�c� s�s� rc�
s� c�c� � c�s� rs�
0 s� c� d
0 0 0 1

3

7
7
5 (3.231)
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Chapitre 4

Cinématique des robots manipulateurs
II : Le mouvement

Dans le chapitre 3, les méthodes pour modéliser la position, l'orientation ont été présentée. Ce cha-
pitre présente les méthodes associés pour représenter leurs variation dans le temps, c'est-à-dire la vitesse.
Les premières sections décrivent les principes généraux et ensuite des méthodes spéci�ques pour les robots
manipulateurs sont présentées.

4.1 Référentiel

Un référentiel est un solide ou un ensemble de points par rapport auquel un observateur qui mesure
un mouvement est �xe. Une position ou un mouvement ne peut être dé�ni par rapport au vide et il n'y
a pas de référentiel absolu, le choix du référentiel est donc un choix arbitraire de point de vue. Il est à
noter que contrairement au choix d'un repère, le choix du référentiel in�uence "la physique"
du problème , par exemple l'énergie cinétique d'un objet n'est pas la même selon le référentiel alors que
cette quantité est indépendante du système de coordonnées. Un référentiel dit inertiel ou Galiléen (vitesse et
orientation constante) est préférable si on souhaite éventuellement appliquer les équations de Newtons, car
des facteurs correctifs (ex. : la force centrifuge) doivent être ajoutés aux équations dynamiques si un référentiel
non-inertiel est utilisé. La notion de référentiel est critique pour le calcul de vitesses et accélérations, mais
on peut en faire abstraction pour les problèmes de cinématique et statique qui n'impliquent pas la notion
d'évolution dans le temps.

4.1.1 Référentiel vs. repère

Pour décrire le mouvement d'un objet, les concepts de référentiel, origine et base vectorielle sont important
à distinguer. En quelques mots, unréférentiel est un point de vue utilisé pour décrire un phénomène, une
origine c'est un point par rapport auquel les mesures de position sont faites et unebase vectorielle représente
l'orientation du système d'axe utilisé. Ces trois éléments peuvent être choisi indépendamment. Ensuite, un
repère c'est la combinaison d'une base et d'une origine. Par exemple, pour décrire la position d'un bateau,
typiquement le référentiel utilisé serait la Terre, l'origine des mesures de position pourrait être le port le plus
près, et la base pour exprimer cette position serait le système d'axe nord-sud/est-ouest. Il est important de
noter que tous ces choix sont indépendants et les confondre est une source d'erreur courante en cinématique.
Le reste de cette section discute de ce qui les distingue.

Capsule vidéo
Référentiel vs. repère vs. base vectorielle
https://youtu.be/Uv_MbbfkiS4
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Figure 4.1 � Exemple de référentiels, points d'origine et bases vectorielles

La �gure 4.1 illustre ces concepts par un exemple où un train descend une pente à vitesse constante
et un ballon rebondit sur le sol du troisième wagon. Deux bases vectorielles sont dé�nies, une alignée avec
l'horizontale et une alignée avec le train. Plusieurs points d'origine pour les mesures de position sont aussi
disponibles. Finalement, deux référentiels sont dé�nis, un référentiel attaché à la Terre (�xe) et un référentiel
qui est attaché au train. Les coordonnées d'un vecteur-colonne qui décris la position du ballon :

r Ball =
�

r 1

r 2

�
(4.1)

sont illustrés pour di�érents choix d'origine et de base vectorielle, lorsque que le référentiel �xe est utilisé
(�gure 4.2) et lorsque que le référentiel du train est utilisé (�gure 4.3). Il est à noter que les points d'origine
sont ici �xés à la Terre lorsque le référentiel �xe est utilisé, et �xés au train lorsque que le référentiel du train
est utilisé. Comme illustré pour cet exemple,un changement d'origine est analogue à une translation
de la trajectoire, un changement de base vectorielle est analogue à une rotation de la trajectoire,
et un changement de référentiel est ici analogue à une dilatation de la trajectoire dans la direction
b̂1, qui correspond à la direction de la vitesse du train.
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(a) Repère f A; â1 ; â2 ; â3g (b) Repère f B; â1 ; â2 ; â3g

(c) Repère f A; b̂1 ; b̂2 ; b̂3g (d) Repère f B; b̂1 ; b̂2 ; b̂3g

Figure 4.2 � Trajectoire du ballon avec un repère attaché auréférentiel �xe

(a) Repère f A; â1 ; â2 ; â3g (b) Repère f B; â1 ; â2 ; â3g

(c) Repère f A; b̂1 ; b̂2 ; b̂3g (d) Repère f B; b̂1 ; b̂2 ; b̂3g

Figure 4.3 � Trajectoire du ballon avec un repère attaché auréférentiel du train
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4.2 Vitesse et dérivée d'un vecteur position

Un vecteur de vitesse est dé�nit comme la dérivée temporelle d'une vecteur de position :

#�v B=A =
d
dt

#�r B=A (4.2)

Toutefois, pour avoir la notion de vitesse précise qui correspond à un quantité de mouvement (momentum)
qui peut être utilisée dans les divers lois de la physique (ex. conservation du mouvement, conservation de
l'énergie, etc.), la dérivée doit être faite par rapport à un observateur Galiléen, aussi appelé un référentiel
inertiel. Donc pour avoir la vitesse #�v B d'un point B il faut 1) que la dérivée soit faite par rapport à une
base vectorielle avec un orientation �xe dans le référentiel Galiléen, et 2) que le vecteur position dérivé soit
par rapport à un point d'origine �xe dans le référentiel Galiléen.

#�v B|{z}
Vitesse du point B

=
d
dt|{z}

observateur Galiléen

#�r B= A|{z}
Point �xe

(4.3)

Avec cette dé�nition, le vecteur vitesse est dé�ni seulement par un seul point contrairement au vecteur
position qui prend un sens seulement avec une origine. La méthode la plus simple pour déterminer le vecteur
vitesse d'un point basé sur une expression connue pour son vecteur position est d'exprimer le vecteur position
dans un repère �xe, et ensuite de dériver chaque composante. Donc si il est possible d'exprimer le vecteur
position d'un point B par rapport à un point �xe A et en utilisant une base vectorielle �xe a :

#�r B=A = xâ1 + yâ2 + zâ3 (4.4)

il su�t de dériver l'expression de chaque composante dans cette base pour déterminer le vecteur vitesse du
point B :

#�v B =
d
dt

#�r B=A = _xâ1 + _yâ2 + _zâ3 (4.5)

4.2.1 Dérivée d'un vecteur position exprimé avec une base mobile

Notation pour les repère �xes et mobiles

Pour les sections suivantes, les expressions sont développé en considérante que les repères notésA
(basea et origine A) sont �xes dans le référentiel inertiel et que les repères notésB (baseb et origine
B ) sont arbitraires donc potentiellement mobiles.

Dans certaines situations, le vecteur position est plus naturellement exprimé dans un repère mobile, cette
section développe des expressions qui peuvent être utilisée pour déterminer le vecteur vitesse sans avoir à
tout transférer dans un repère inertiel. Si on connaît les composantes un vecteur position dans une base
mobile b :

#�r B=A = xb̂1 + yb̂2 + zb̂3 (4.6)

Lorsqu'on dérive par rapport au temps, il faut tenir compte que les vecteurs unitaires de la baseb on une
direction qui change dans le temps, et donc une dérivée temporelle non-nulle :

#�v B =
d
dt

#�r B=A = _xb̂1 + _yb̂2 + _zb̂3| {z }
b d

dt
#�r B=A

+ x _̂b1 + y_̂b2 + z_̂b3| {z }
#�w b=a � #�r B=A

(4.7)

Il y a donc deux sources de contribution au vecteur vitesse, le taux de variation des composantes et le taux de
variation de la direction des vecteurs unitaires. La dérivée temporelle des vecteurs unitaires est directement
reliée à la vitesse angulaire de la baseb (voir section 4.3, et cette contribution peut être calculée avec le
produit vectoriel d'un vecteur de vitesse angulaire de la baseb par rapport à une base �xe a fois le vecteur
de position :

#�v B = b d
dt

#�r B=A
| {z }

Observateur mobile

+ #�wb=a � #�r B=A
| {z }

E�et de la vitesse angulaire

(4.8)
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où b est une base mobile,a est une base �xe dans le référentiel inertiel, le termeb d
dt représente le taux de

variation vu par un observateur dans le référentiel non-inertiel qui tourne avec la baseb et #�wb=a est la vitesse
angulaire de la baseb p/r à une base a inertielle.

Équation matricielle équivalente avec les composantes :
On peut trouver une relation équivalente qui implique les vecteur-colonnes de composantes et les matrices

de rotation. Le vecteur vitesse est la dérivée temporelle des composantes dans la base �xea, on peut donc
substituer par le vecteur-colonne de composantes dans la baseb fois la matrice de rotation aRb et prendre
la dérivée :

va
B =

d
dt

r a
B=A =

d
dt

�
aRb r b

B=A

�
(4.9)

Ici on applique la règle de dérivé d'un produit et comme avec la relation vectorielle de l'équation (4.7), on
trouve deux termes :

va
B=A = aRb _r b

B=A + a _Rb r b
B=A (4.10)

Toutefois ici le taux de variation de la direction de la base mobileb est représenté par la dérivée temporelle
de la matrice de rotation aRb (voir section 4.3). On peut utiliser une expression qui utilise les composantes
de la vitesse angulaire de la baseb pour déterminer la dérivée de la matrice de rotation

va
B = aRb _r b

B=A + ( w a
b=a) � aRb r b

B=A (4.11)

va
B = aRb _r b

B=A + aRb (w b
b=a) � r b

B=A (4.12)

pour obtenir une forme équivalente à l'expression vectorielle précédemment obtenue (eq. (4.8), mais impli-
quant les vecteurs-colonnes de composantes et la matrice de rotation :

#�v B = b d
dt

#�r B=A + #�wb=a � #�r B=A , va
B = aRb

h
_r b
B=A + ( w b

b=a) � r b
B=A

i
(4.13)
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4.3 Vitesse angulaire et dérivée d'une matrice de rotation

La représentation de l'orientation a plusieurs di�cultés mathématiques : pour représenter seulement 3
DDL les matrices de rotation ont 9 paramètres, les rotation ne sont pas commutative, etc. Toutefois, les petites
rotations in�nitésimales peuvent être représentées par un vecteur de trois paramètres et sont commutatives.
Un vecteur rotation in�nitésimale a comme direction l'axe de rotation et comme amplitude un angle autour
de cet axe. Lorsque qu'on divise un vecteur rotation in�nitésimal par dt ont obtient le concept de vecteur de
vitesse angulaire :

#�w = w
�

rad
sec

�

| {z }
Taux de variation d'un angle

â|{z}
axe de rotation instantané

(4.14)

Le vecteur de vitesse angulaire#�w a comme direction l'axe de rotation instantané â et comme amplitude
un taux de variation w d'un angle autour de cet axe. D'un point de vue matricielle, le vecteur de vitesse
angulaire est associé à la dérivée temporelle d'une matrice de rotation :

_R =
d
dt

R = ( w)x R avec (w )x =

2

4
0 � w3 w2

w3 0 � w1

� w2 w1 0

3

5 (4.15)

et du point de vue vectorielle, de façon équivalente à la dérivée temporelle des vecteurs unitaires de la base
mobile peut être calculé avec un produit vectoriel du vecteur de vitesse angulaire et les vecteurs unitaires :

_̂bi = #�w � b̂i (4.16)

Lorsqu'on utilise la représentation des angles de Euler, le vecteur de vitesse angulaire est dé�nie directement
avec la dérivée temporelle des trois angles de Euler et leur axe de rotation respectif :

#�wd=a = _� â3 + _� b̂1 + _ ĉ3 (4.17)

voir la dé�nition des angles et axes à la section 3.7.1. Comme la base vectorielle de l'équation vectorielle
précédente n'est pas orthogonale, il faut faire attention car :

2

4
_w1

_w2

_w3

3

5 6=

2

4
_�
_�
_ 

3

5 (4.18)

Il faut convertir le vecteur #�wd=a dans la base approprié pour déterminer ses composantes.

4.3.1 Propriétés

Premièrement, une vitesse angulaire est le taux de variation d'une orientation relative entre deux bases.
Tout comme les matrices de rotation pour être précis il faut donc noter les bases associés pour bien dé�nir
un vecteur de vitesse angulaire :

#�wb=a (4.19)

est le taux de variation de l'orientation de la baseb par rapport à la base a. Selon si le vecteur#�wb=a est
exprimé dans la basea ou b deux expressions permettre de calculer la dérivée temporelle de la matrice de
rotation associée :

a _Rb = ( w a
b=a) � aRb = aRb (w b

b=a) � (4.20)

Ensuite, il est à noter lors du calcul des dérivées temporelles des vecteurs unitaires, que la drivée obtenue
est selon un observateur dans la base d'origine pour laquelle le vecteur de vitesse angulaire est calculé :

a d
dt

b̂i = #�wb=a � b̂i (4.21)

donc pour obtenir une dérivée temporelle dêbi dans un référentiel inertiel, la basea du vecteur de vitesse
angulaire doit être inertielle.
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Addition Une propriété utile pour calculer une vitesse angulaire totale, i.e. par rapport au référentiel
inertiel, lorsqu'on a plusieurs vitesse angulaire relative (par exemple pour chacun des joints d'un robot), est
qu'il su�t d'additionner les vecteur de vitesse angulaire.

#�wd=a = #�wd=a + #�wc=b + #�wb=a (4.22)

Commutativité Contrairement aux rotations, la combinaison de vecteurs de vitesses angulaires est com-
mutative, i.e. l'ordre n'a pas d'importance :

aRb bRc 6= bRc aRb (4.23)
#�wc=b + #�wb=a = #�wb=a + #�wc=b (4.24)
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4.4 Accélération et dérivée seconde d'un vecteur position

#�a B = b d
dt

#�v B + #�wb=a � #�v B , aa
B = aRb

h
_vb

B + ( w b
b=a) � vb

B

i
(4.25)

#�a B = b d2

dt2
#�r B=A + b d

dt
#�wb=a � #�r B=A + 2 #�wb=a � b d2

dt2
#�r B=A

| {z }
Coriolis

+ #�wb=a � #�wb=a � #�r B=A
| {z }

Centrifuge

(4.26)

aa
B = aRb

2

6
4 •r b

B=A + ( _w b
b=a) � r b

B=A + 2( w b
b=a) � _r b

B=A
| {z }

Coriolis

+ ( w b
b=a) � (w b

b=a) � r b
B=A

| {z }
Centrifuge

3

7
5 (4.27)
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4.5 Cinématique di�érentielle des robots manipulateurs

La cinématique di�érentielle c'est l'étude de la relation entre le mouvement des joints et le mouvement
associé de l'e�ecteur. Dans le chapitre 3, les fonctions reliant la position de l'e�ecteurr et la con�guration
du robot dans l'espace des jointsq ont été étudiées :

Cinématique directe : r = f ( q ) inverse : q = f � 1 ( r ) (4.28)

Plusieurs méthodes en robotique sont plutôt basées sur les fonctions qui relient la vitesse de l'e�ecteur_r
à la vitesse des joints_q. Ces fonctions prennent la forme suivante :

Dé�nition 4.1 Cinématique di�érentielle:

La cinématique di�érentielle est les relations mathématiques reliant le taux de variation des variables
dans l'espace articulaire et opérationnel, typiquement des vitesses angulaires de joints et la vitesse de
l'e�ecteur :

Cinématique di�érentielle directe : _r = J ( q ) _q inverse : _q = J � 1 ( q ) _r (4.29)

Les fonctions de cinématique di�érentielle impliquent une matrice Jacobienne :

Dé�nition 4.2 Matrice Jacobienne:

La matrice JacobienneJ (q) est une matrice de dimensionsm � n qui relit des déplacements in�nité-
simales des joints aux déplacements in�nitésimales dans l'espace opérationnel :

Matrice Jacobienne : J (q) =
@r
@q

=

2

6
4

@r1
@q1

: : : @r1
@qn

...
. . .

...
@rm
@q1

: : : @rm
@qn

3

7
5

m � n

(4.30)

Autrement dit, chaque élément de la matrice correspond à la sensibilité d'une coordonnée opération-
nelle par rapport à une articulation :

J ij (q) =
@ri (q)

@qj
(4.31)

Plus de détails sur la dérivation dans un contexte multi-variable sont disponibles à la section 17.5.

Capsule vidéo
Cinématique di�érentielle et matrice jacobienne
https://youtu.be/jJqYWNSsJvE

La composanteJ ij de la matrice correspond à la variation de la coordonnéer i de l'e�ecteur, due à un
déplacement unitaire du joint qj . La relation entre les déplacements in�nitésimales est données par :

2

4 dr

3

5

m � 1

=

2

4 J (q)

3

5

m � n

2

4 dq

3

5

n � 1

, dr j =
nX

i

J ji dqi j 2 f 1; :::; mg (4.32)

La relation qui relit les vitesses est relié à la relation entre les déplacements in�nitésimales par le principe
des dérivées en chaînes :

Dérivées en chaînes :
dr
dt|{z}
_r

=
�

@r
@q

�

| {z }
J (q)

dq
dt|{z}
_q

(4.33)

autrement dit, il su�t de diviser l'équation (4.32) par dt pour obtenir la relation entres les vitesses.
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Figure 4.4 � Le Jacobien décrit la relation entre des déplacements in�nitésimal

4.5.1 La matrice Jacobienne

Unités Typiquement pour les analyse de cinématique di�érentielle, les variables de sortie sont les DDL
de translation de l'e�ecteur, la pose complète de l'e�ecteur ou bien des variables qui décrivent les DDL
de l'espace de la tâche ; et les variables d'entrée sont les vitesse angulaire ou linéaire des joints du robot.
Les unités des composantesJ ij de la matrice Jacobienne associée sont donc typiquement soit des unités de
distance qui correspondent à desbras de levier, ou bien des ratios adimensionnels.

Non-linéarité Il est important de noter que généralement la matrice Jacobienne est une fonction de la
con�guration q du robot. Comme la fonction de cinématique directe est généralement hautement non-linéaire,
l'e�et d'un déplacement in�nitésimal d'un joint sur l'e�ecteur dépend considérablement de la con�guration
initiale. La matrice Jacobienne est donc seulement valide pour décrire des petites variation déplacement
autour de la con�guration pour laquelle elle a été évaluée, ou bien pour la relation entre les vitesses momen-
tanément à cette con�guration.

Colonnes de la matrice Jacobienne Comme illustré à la Figure 4.5, dans le contexte de cinématique
di�érentiel, la colonne j de la matrice Jacobienne correspond à un vecteur déplacement in�nitésimal de
l'e�ecteur due au mouvement du joint j :

J =
�

@r
@q1

: : :
@r
@qi

: : :
@r
@qn

�
(4.34)

Chaque colonne a donc une interprétation vectorielle visuelle comme illustré à la Figure suivante.
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Figure 4.5 � Illustration vectorielle du Jacobian du manipulateur (relation de translation)

Produits vectoriels Lorsque l'espace de la tâche associé à un Jacobien correspond à la position cartésienne
de l'e�ecteur d'un robot, chaque colonne du Jacobien peut aussi être déterminée basé sur un calcul vectoriel
avec l'axe de rotation du joint associé. Si on considère d'abord un joint prismatiquei , l'e�et in�nitésimal de
son déplacement est une translation d'amplitude@qi dans une direction qui correspond à l'axe de translation
du joint ẑi . Pour un joint rotatif i , l'e�et est plutôt une rotation des membrures en aval du joint i autour
de l'axe de rotation du joint ẑi . Si on utile un repère mobile qui tourne avec toute les membrures en aval
du joint i , les composantes de vecteurs position en aval ne varie pas, c'est la vitesse angulaire de la base
vectorielle mobile qui explique la vitesse. Donc comme vue à la section 4.2.1, cet e�et peut être représenté
mathématiquement par un produit vectoriel. Le mouvement à l'e�ecteur (résultant de la rotation d'un axe
seulement) peut donc ici être calculé par le produit vectoriel du vecteur de vitesse angulaire (l'axe de rotation
fois le taux de variation de l'angle de rotation) avec le vecteur position entre l'e�ecteur et le centre de rotation
du joint. En termes de déplacements in�nitésimal de l'e�ecteur dus aux déplacements de joints, la relation
est

@#�r =

8
<

:

(@qi ) ẑi pour un joint i prismatique

(@qi ) ẑi � #�r To =Z i pour un joint i rotatif
(4.35)

où qi est la position du joint i , ẑi est l'axe de rotation ou de translation du joint, #�r est le vecteur position
de l'e�ecteur par rapport à une origine �xe et #�r To =Z i est le vecteur position de l'e�ecteur par rapport à
un point d'origine Z i sur l'axe de rotation du joint i (centre de rotation de ce mouvement). Cette relation
vectorielle di�érentielle peut être utilisée pour obtenir une dé�nition équivalente des colonnes du Jacobien :

Colonnes du Jacobien :
@r
@qi

=

8
<

:

z i pour un joint i prismatique

z �
i r To =Z i pour un joint i rotatif

(4.36)

ou toutes les composantes sont exprimée dans la base vectorielle �xe globale.
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Figure 4.6 � Interprétation des colonnes du Jacobian comme un poduit vectoriel

Relation avec les paramètres DH

La dé�nition des colonnes du Jacobien donnée à l'équation (4.36) est particulièrement utile pour
calculer le Jacobien d'un robot manipulateur lorsqu'on a déjà déterminé les paramètresDH. La
convention de positionnement des repères fait que les axes de rotationz i et les vecteurs positions qui
donnent la position des pointsZ i sont déjà calculés dans les matrices de transformation homogènes.
Dans ce cas, cette technique peut être plus rapide que de calculer les dérivées partielles basée sur la
dé�nition donnée à l'équation (4.30) pour construire la matrice Jacobienne.

Cinématique di�érentielle pour l'orientation de l'e�ecteur Lorsque ce n'est pas la position carté-
sienne de l'e�ecteur que l'on désire contrôler mais plutôt sont orientation, le vecteur sortie_r contient alors
les composantes du vecteur de vitesse angulaire de l'e�ecteur qui dé�nie le taux de variation de l'orientation
d'une base vectoriellet �xée sur l'e�ecteur par rapport à une base �xe a par rapport à la base du robot ma-
nipulateur. L'équation de cinématique di�érentiel est alors caractérisé par l'addition des vecteurs de vitesse
angulaire relative pour chacun des joints d'un système, basée sur l'équation (4.22), pour un robot à 6 joints :

#�w t=w = #�w t=f + #�w f=e + #�we=d + #�wd=c + #�wc=b + #�wb=a (4.37)

où les baseb, c, d, e et f sont des bases vectorielles intermédiaires sur les joints (voire Figure 3.30). Donc le
cas commun où le robot manipulateur a seulement des joints rotatifs à un degrée de liberté, chacun vecteur
de vitesse angulaire est simplement l'axe de rotation̂zi fois de taux de variation de l'angle :

#�w t=w = ẑ6 _q6 + ẑ5 _q5 + ẑ4 _q4 + ẑ3 _q3 + ẑ2 _q2 + ẑ1 _q1 (4.38)

w = [ z1 z2 z3 z4 z5 z6 ]
| {z }

J ori

_q (4.39)

Dans ce cas, les colonnes du Jacobien sont simplement les axes de rotation de chacun des joints. Pour des
joints prismatiques, ils n'in�uencent pas l'orientation de l'e�ecteur et les colonnes du Jacobien associées à
un joint prismatique sont donc nulles :

Colonnes du Jacobien (orientation) :

8
<

:

0 pour un joint i prismatique

z i pour un joint i rotatif
(4.40)

Un exemple où on s'intéresserait plutôt à l'orientation de système robotique, serait pour asservir une antenne
de communication qui doit toujours être alignée avec un satellite. Dans ce cas, l'e�ecteur du système est la
parabole de l'antenne et c'est sont orientation spatiale qui est importante seulement.
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Cinématique di�érentielle pour la pose de l'e�ecteur Si on désire décrire de taux de variation de la
pose complète de l'e�ecteur, il su�t de combiner les systèmes linéaire la translation et l'orientation :

_r = [ Jtrans ] _q Jtrans =
�
: : : z �

i r To =Z i : : :
�

(4.41)

w = [ Jori ] _q Jori = [ : : : z i : : :] (4.42)
�

_r
w

�
= [ Jpose ] _q Jpose =

�
Jtrans

Jori

�
(4.43)

Cinématique di�érentielle pour un espace de la tâche Il est aussi possible de dé�nir un matrice
Jacobienne pour une relation spéci�que à une tâche. Par exemple, voir Figure 3.4, où il serait désirable
d'obtenir les équations qui relit la position/vitesse des joints et celle de la tâche décrite en termes dex et y
sur un plan particulier. Si on a un espace de la tâche de dimensionm (normalement égale ou inférieur au
nombre de DDL de l'e�ecteur du robot), alors on peut déterminer matrice Jacobiennem par n.

h
r e

i

m � 1
= f e(q) )

h
_r e

i

m � 1
=

h
Je

i

m � n

h
_q
i

n � 1
(4.44)

Note de lecture

Pour les sections suivantes, s'il n'est pas préciser autrement on va toujours travailler avec la relation
cinématique de translation seulement de l'e�ecteur pour l'explication des concepts. Les exemples sont
visuellement plus clair dans cette situation. Toutefois, tout les concepts présentés se généralisent à
toutes les situations.
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Capsule vidéo
Exemple de calcul de la matrice jacobienne
https://youtu.be/qgqDscXSsMM

Exemple 4.1 Cinématique di�érentielle d'un robot cartésien:

La Figure 4.7 illustre un robot planaire constitué de deux actionneurs linéaires basé sur des vis à
billes qui sont assemblés à 90 degrées.

Figure 4.7 � Jacobien pour un robot cartésien

Pour ce robot, chaque actionneur linéaire contrôle de façon indépendante la translationx et y de
l'e�ecteur, la fonction de cinématique directe est donnée par :

r = f ( q ) (4.45)
�

x
y

�
=

�
a1q1

a2q2

�
(4.46)

ou les variablesai sont des constantes qui relient la rotation angulaire des vis aux déplacements
linéaires. La relation di�érentielle peut alors être calculée :

�
_x
_y

�

| {z }
_r

=

"
@x
@q1

@x
@q2

@y
@q1

@y
@q2

#

| {z }
J

�
_q1

_q2

�

| {z }
_q

(4.47)

�
_x
_y

�

| {z }
_r

=
�

a1 0
0 a2

�

| {z }
J

�
_q1

_q2

�

| {z }
_q

(4.48)

(4.49)

Il est a noter ici que : 1) la matrice Jacobienne est diagonale car chaque joint in�uence indépendam-
ment un seul DDL de l'e�ecteur. 2) la matrice Jacobienne est constante et indépendante deq car la
relation de cinématique directe, voir équation (4.46), est linéaire.
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Exemple 4.2 Cinématique di�érentielle d'un robot à deux joints:

Figure 4.8 � Robot à deux joints

Pour un robot manipulateur planaire à deux DDL, comme illustré à la Figure 4.8, la fonction de
cinématique directe est données par :

r =
�

x
y

�
=

�
l1c1 + l2c12

l1s1 + l2s12

�
(4.50)

avec

c1 = cos(q1) (4.51)

s1 = sin( q1) (4.52)

c12 = cos(q1 + q2) (4.53)

s12 = sin( q1 + q2) (4.54)

On peut alors trouver la relation di�érentielle en dérivant par rapport au temps :

_r =
dr
dt

=
�

_x
_y

�
=

�
� l1s1 _q1 � l2s12( _q1 + _q2)
l1c1 _q1 + l2c12( _q1 + _q2)

�
(4.55)

_r =
�

� l1s1 � l2s12 � l2s12

l1c1 + l2c12 l2c12

�

| {z }
J (q)

�
_q1

_q2

�

| {z }
_q

(4.56)

_r = J (q) _q (4.57)

Exemple 4.3 Cinématique di�érentielle d'un robot à trois joints:

Les Figures 84 et 4.10 illustre la cinématique di�érentielle d'un robot à trois joints dans une con�gu-
ration qui permet de bien visualiser indépendamment les e�ets du mouvement de chaque joint.

Notes de cours génie robotique - Copyrightc
 2026 Alexandre Girard



4.5. CINÉMATIQUE DIFFÉRENTIELLE DES ROBOTS MANIPULATEURS 84

Figure 4.9 � Jacobien d'un robot à trois joints - partie a)
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